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Não unicidade para uma classe de operadores do tipo

parabólico
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Resumo

Nesta tese consideramos a não unicidade para uma classe de operadores parabólicos. Mos-

traremos que para certa perturbação real anaĺıtica do Operador de Calor existe uma solução

não única para o Problema de Valor Inicial.

Palavras-chave: Teorema de não unicidade, Operador parabólico, Operador do

Calor, Problema de Valor Inicial, Equação de fase, Função de fase.



Abstract

In this thesis we consider the non-uniqueness for a class of parabolic operators. We will

prove that for certain real analytic perturbation of the Heat Operator there is a non unique

solution for the Initial Value Problem.

Keywords: Non-uniqueness Theorem, Parabolic Operator, Heat Operator, Initial

Value Problem, Phase Equation, Phase Function.
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LISTA DE SÍMBOLOS

Ω = subconjunto não vazio aberto de um espaço euclideanoRn;

C∞(Ω) = {u : Ω → C : u é infinitamente diferenciável};

S(u) = {x ∈ Ω : u(x) ̸= 0};

α = (α1, α2, . . . , αn), αi ∈ N, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n};

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn;

Dα = (−i)|α| ∂α;

Σ = {x ∈ Rn : x ·N0 = 0} hiperplano;

Σ+ = {x ∈ Rn : x ·N0 > 0} semiplano;

Jm = {(β1, β2, . . . , βm) ∈ Nm : 1β1 + 2β2 + · · ·+mβm = m};

Xτ = {s = η + i τ : η ∈ R};

Xτ,L = {s = η + i τ : η ∈ [−L,L]};

Tf (g) =

∫ t

t0

g(r)/f(r)dr;

H = D2
x1

+D2
x2

+ · · ·+D2
xn

+ iDt;

Q = Λ(x, t)(D2
x1

+D2
x2

+ · · ·+D2
xn
) + iDt;

P = D2
x1

+D2
x2

+ · · ·+D2
xn

+ iΛ(x, t)Dt;

û representa a transformada de Fourier deu;

z ∈ C,ℜ(z) representa a parte real de zeℑ(z) representa a parte imaginaria de z.
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Introdução

Seja F (t, z) = F (t, z0, . . . , zm) de classe C1 e

F (t, u(t), u′(t), . . . , u(m)(t)) = 0. (1)

Se U(t) = (u(t), u′(t), . . . , u(m)(t)), considere F (t0, U(t0)) = 0, U0 = U(t0). Dizemos que a

equação diferencial ordinária (1) é do tipo principal em (t0, U0) se ∂zmF (t0, U0) ̸= 0, neste caso,

o Teorema da função impĺıcita nos diz que (1) pode ser escrita como

u(m)(t) = F0(t, u(t), . . . , u
(m−1)(t)). (2)

O problema de valor inicial se escreve como (2) sujeito à condição inicial

(u(t0), u
′(t0), . . . , u

(m−1)(t0)) = (c0, c1, . . . , cm−1).

Tal problema tem solução e é única.

Em equações diferenciais parciais lineares para estender tal resultado supõe-se que t = t0

seja uma variável distinguida e

P (t, x, Dt, Dx) = 0. (3)

Seja m igual a ordem de P ; diz-se que {t = t0} é não caracteŕıstica para P se seu śımbolo

principal pm(t0, x0, τ, 0) ̸= 0, quando τ ̸= 0. O problema de Cauchy associado a (3) com

valor inicial ∂jtu(t0, x) = fj(x), para j ≤ m− 1, estende o problema de valor inicial de equações

diferenciais ordinárias. Tal problema, com respeito a unicidade e existência tem sido largamente

estudado (ver [6, 11, 13]). Para o problema de valor inicial muitas equações diferenciais parciais

são caracteŕısticas com respeito a uma hipersuperficie.

ix



x SUMÁRIO

Em 1955 Lars Hörmander, ver [4], estudo a não-unicidade do problema de valor inicial no

caso caracteŕıstico, linear, com coeficientes constantes. Mais precisamente

Teorema 0.0.1 Se o hiperplano Σ = {x ∈ Rn : x ·N0 = 0} é carateŕıstico com respeito ao

operador P =
∑
|α|≤m

aαD
α, então existe uma solução u da equação

Pu = 0 (4)

tal que u ∈ C∞(Rn) e u = 0 em Σ+, onde Σ+ =
{
x ∈ Rn : x ·N0 > 0

}
, mas 0 ∈ S(u).

Isto inclui o operador do calor H = D2
x1

+D2
x2

+ · · ·+D2
xn

+ iDt.

Nosso objetivo é estender o Teorema 0.0.1 para a famı́lia de operadores parabólicos P e Q

definidos por P = D2
x1

+D2
x2

+ · · · +D2
xn

+ iλ(t)Dt, Q = λ(t)(D2
x1

+D2
x2

+ · · ·+D2
xn
) + iDt,

e originados pelo operador do calor.

No caso em que λ é uma função real anaĺıtica que não se anula a não unicidade garante que

o operador não é hipoanaĺıtico.

O texto está organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 1, revisamos alguns conceitos básicos

e definições, como por exemplo, o Teorema 0.0.1 de não unicidade devido a Lars Hörmander.

No Caṕıtulo 2, apresentamos a famı́lia de operadores parabólicos P e Q, e as equações de fase

associadas a tais operadores, bem como determinamos algumas soluções exatas para as equações

de fase. No Caṕıtulo 3, usando as soluções das equações de fase obtidas no Caṕıtulo 2, obtemos

extensões do Teorema de não unicidade de Hörmander.



Caṕıtulo

1

Teorema de não unicidade de Hörmander

Neste Caṕıtulo, apresentamos um Teorema de não unicidade devido a Lars Hörmander, que

é um elemento essencial para nosso trabalho. A notação e resultados básicos aqui utilizados

podem ser encontrados em [1], [6] e [7].

Um operador diferencial parcial linear P de ordem m ∈ N em um conjunto aberto Ω ⊂ Rn

é uma aplicação linear

P : C∞(Ω) → C∞(Ω)

u 7→ Pu

com Pu =
∑
|α|≤m

aαD
αu, onde Dα = (−i)|α|∂α e aα ∈ C∞(Ω), |α| ≤ m. Definimos seu

śımbolo por

p(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξ
α, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn,

e seu śımbolo principal por

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξ
α, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Uma hipersuperf́ıcie Σ de Rn de classe Ck (1 ≤ k ≤ ∞) é um subconjunto de Rn tal que para

todo x0 ∈ Σ existe um conjunto aberto V ⊂ Rn com x0 ∈ V e existe uma função θ ∈ Ck(V )

9



10 CAPÍTULO 1. TEOREMA DE NÃO UNICIDADE DE HÖRMANDER

com Σ ∩ V = {x ∈ V : θ(x) = 0} e ∇θ(x) ̸= 0, para todo x ∈ Σ ∩ V . Dizemos que Σ é

caracteŕıstica com respeito ao operador P se pm(x,∇θ(x)) = 0, ∀x ∈ Σ ∩ V .

Lema 1.0.1 (Puiseux) Seja P (τ, ξ) = Cm(ξ)τ
m + Cm−1(ξ)τ

m−1 + . . .+ C0(ξ) um polinômio na

variável (τ, ξ) ∈ C2 com m ≥ 1 e Cm(ξ) ̸= 0, então

P (τ, ξ) = Cm(ξ)
m∏
j=1

(τ − τj(ξ))

onde cada τj, para algum inteiro positivo p, é uma função anaĺıtica de ξ1/p quando 0 < |ξ| < δ,

sem singularidade essencial em ξ1/p = 0, ou seja,

τj(ξ) =
∞∑

k=N

ak(ξ
1/p)k

para algum N ∈ Z.

O Teorema a seguir é devido a Lars Hörmander, ver Teorema 5.2.2 de [6]. Reproduziremos a

demonstração por se tratar de um elemento essencial para nosso trabalho.

Teorema 1.0.1 Sejam P =
∑
|α|≤m

aαD
α um operador diferencial linear com coeficientes constan-

tes, N0 ̸= 0 e Σ = {x ∈ Rn : x ·N0 = 0} um hiperplano carateŕıstico com respeito ao operador

P . Então, existe uma solução u da equação

Pu = 0 (1.1)

tal que u ∈ C∞(Rn) e u = 0 em Σ+, onde Σ+ =
{
x ∈ Rn : x ·N0 > 0

}
, mas a origem pertence

a S(u).

Demonstração. Fazendo a descomposição do śımbolo do operador P em termos homogêneos,

ou seja,

p(ξ) =
m∑
j=0

pj(ξ), com pj(ξ) =
∑
|α|=j

aαξ
α, para todo j ∈ {0, 1, . . . ,m}. (1.2)

Sejam s ∈ C com |s| é suficientemente grande e ξ0 ∈ Rn um vetor fixo não caracteŕıstico

com respeito ao operador P . Agora procuraremos uma solução da equação

p(sN0 + tξ0) = 0. (1.3)
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Fazendo a mudança de variáveis t = sw e por (1.3), segue que

(1/s)mp0(N
0 + wξ0) + (1/s)m−1p1(N

0 + wξ0) + · · ·+ pm(N
0 + wξ0) = 0. (1.4)

Tomando η = 1/s, segue que

ηmp0(N
0 +wξ0) + ηm−1p1(N

0 +wξ0) + · · ·+ pm(N
0 +wξ0) = c0(η) + c1(η)w + · · ·+ cm(η)w

m,

onde c0(η) = ηmp0(N
0) + ηm−1p1(N

0) + · · ·+ pm(N
0) e cm(η) = pm(ξ

0). Como cm(η) ̸= 0, pelo

Lema de Puiseux obtém-se que

c0(η) + c1(η)w + · · ·+ cm(η)w
m = cm(η)

m∏
j=1

(w − wj(η)), (1.5)

onde cada wj, para algum inteiro positivo p, é uma função anaĺıtica de η1/p quando 0 < |η| < δ,

sem singularidade essencial em η1/p = 0, ou seja,

wj(η) =
∞∑

j=N

aj
(
η1/p

)j
,

para algum N ∈ Z. Se (w, η) = (0, 0) em (1.5), então existe j0 ∈ {1, 2, . . . , n} tal que wj0 é

uma solução da equação (1.4) com wj0(0) = 0. Consideremos a função auxiliar

f(z) =
∞∑
j=1

ajz
j,

com f(η1/p) = wj0(η). Como f é anaĺıtica no conjunto {z ∈ C : |z| < δ1}, com δ1 = (δ/2)1/p, e

f(0) = 0. Pelo Lema de Schwarz, segue que

|f(z)| ≤ C|z|, se |z| < δ1 (1.6)

onde C = max{|f(z)| : |z| ≤ δ1}/δ1.

Como t(s) = swj0(1/s), segue que t é solução de (1.3) e

|t(s)| ≤ C|s|1−1/p, se |s| > (2M)p, (1.7)
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com 2M = (δ/2)−1/p. Escolhendo ρ tal que ρ ∈
(
1− 1

p
, 1
)
e τ > (2M)2, defina a função u por

u(x) =

∫
Xτ

eix.(sN
0+t(s)ξ0)e−(−is)ρds, (1.8)

com Xτ = {s = η+ iτ : η ∈ R}, onde (−is)ρ é real e positivo quando s está no eixo imaginário

positivo e fixamos um ramo da potência s1/p no semiplano superior. Seja A ⊂ Rn um conjunto

limitado, x ∈ A, s ∈ Xτ e pela estimativa (1.7) segue que

ℜ
(
ix.(sN0 + t(s)ξ0)− (−is)ρ

)
= ℜ

(
ix.((η + iτ)N0 + t(s)ξ0)− (−is)ρ

)
= ℜ

(
iηx.N0 − τx.N0 + t(s)x.ξ0 − (−is)ρ

)
≤ −τx.N0 + ℜ

(
t(s)x.ξ0

)
− |s|ρcos

(πρ
2

)
≤ −τx.N0 + C|x||ξ0||s|1−

1
p − |s|ρcos

(πρ
2

)
≤ −τx.N0 + CC0|ξ0||s|1−

1
p − |s|ρcos

(πρ
2

)
, (1.9)

onde C0 é o raio de uma bola com centro no origem que contém o conjunto A. Se s ∈ Xτ é tal

que |η| > L com L =

(
2CC0|ξ0|
cos(πρ

2
)

) 1

ρ−1+ 1
p
e como 1− 1

p
< ρ < 1, tem-se

CC0|ξ0||s|1−
1
p
−ρ ≤ 1

2
cos
(πρ

2

)
. (1.10)

Por (1.9) e (1.10), tem-se que

ℜ
(
ix.(sN0 + t(s)ξ0)− (−is)ρ

)
≤ −τx.N0 + CC0|ξ0||s|1−

1
p − |s|ρcos

(πρ
2

)
= −τx.N0 + |s|ρ

(
CC0|ξ0||s|1−

1
p
−ρ − cos

(πρ
2

))
≤ −τx.N0 − C1|s|ρ, (1.11)

onde C1 = cos(πρ/2)/2. Considere o conjunto Xτ,L = {s = η + iτ : η ∈ [−L,L]}, por (1.11),

tem-se a seguinte estimativa para a função u

|u(x)| =

∣∣∣∣ ∫
Xτ,L

eix.(sN
0+t(s)ξ0)e−(−is)ρds+

∫
Xτ\Xτ,L

eix.(sN
0+t(s)ξ0)e−(−is)ρds

∣∣∣∣
≤

∫
Xτ,L

eℜ(ix.(sN
0+t(s)ξ0)−(−is)ρ) ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eℜ(ix.(sN
0+t(s)ξ0)−(−is)ρ) ds
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≤ 2L||eℜ(ix.(sN0+t(s)ξ0)−(−is)ρ)||∞,Xτ,L
+

∫
Xτ\Xτ,L

e−τx.N0−C1|s|ρ ds

≤ 2L||eℜ(ix.(sN0+t(s)ξ0)−(−is)ρ)||∞,Xτ,L
+ e−τx.N0

∫
Xτ\Xτ,L

e−C1|s|ρ ds. (1.12)

Dáı, a integral em (1.8) é convergente. Agora considere a integral da função anaĺıtica U(s) =

exp (ix0(sN
0 + t(s)ξ0)− (−is)p) no contorno do retângulo R de vértices −L + iτ1, L + iτ1,

L+ iτ2 e −L+ iτ2. Pelo Teorema de Cauchy-Goursat, segue que

∮
∂R

U(s)ds = 0. (1.13)

Dáı,

∫ L

−L

U(η + iτ1)dη + i

∫ τ2

τ1

U(L+ iτ)dτ +

∫ −L

L

U(η + iτ2)dη + i

∫ τ1

τ2

U(−L+ iτ)dτ = 0. (1.14)

Quando L→ ∞ a segunda e quarta integrais do primeiro membro de (1.14) tendem para zero

pela estimativa (1.11). Logo, temos que
∫ L

−L
U(η + iτ1)dη = −

∫ −L

L
U(η + iτ2)dη, equivalente-

mente ∫
Xτ1,L

U(s)ds =

∫
Xτ2,L

U(s)ds. (1.15)

Fazendo L→ ∞ em (1.15), segue que

∫
Xτ1

U(s)ds =

∫
Xτ2

U(s)ds.

Portanto, a integral (1.8) é independente de τ . Sejam s ∈ Xτ , x ∈ A, α ∈ Nn. Segue que∣∣∣∣Dα
x

[
eix.(sN

0+t(s)ξ0)−(−is)ρ
] ∣∣∣∣ ≤ G(s),

onde

G(s) =

 ∥Dα
x exp (ix · (sN0 + t(s)ξ0)− (−is)ρ) ∥∞,Xτ,L

, s ∈ Xτ,L

Cα

(
|s|α|N0|α + Cα|s|(

p−1
p )α|ξ0|α

)
e−2C1|s|ρ , s ∈ Xτ \Xτ,L,

com Cα > 0. Como G ∈ L1(Xτ ) e pelo Teorema da Convergência Dominada, Teorema 2.24 em

[2], temos que

Dα
xu(x) =

∫
Xτ

Dα
x

[
eix.(sN

0+t(s)ξ)−(−is)ρ
]
ds. (1.16)
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Assim u ∈ C∞(Rn). Das equações (1.4) e (1.16), obtemos

P (D)u(x) =

∫
Xτ

p(sN0 + t(s)ξ0)eix·(sN
0+t(s)ξ0)e−(−is)ρds = 0. (1.17)

Como a integral que define a função u é absolutamente convergente, pelas estimativas (1.9),

(1.11) e pelo fato que s = η + iτ , segue que

|u(x)| ≤
∫
Xτ,L

eℜ(ix.(sN
0+t(s)ξ0)−(−is)ρ) ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eℜ(ix.(sN
0+t(s)ξ0)−(−is)ρ) ds

≤
∫
Xτ,L

e−τx.N0+CC0|ξ0||s|
1− 1

p−|s|ρcos(πρ
2 ) ds +

∫
Xτ\Xτ,L

e−τx.N0−C1|s|ρ ds

= e−τx.N0

∫
[−L,L]

eCC0|ξ0||η+iτ |1−
1
p
e−2C1|η+iτ |ρdη + e−τx.N0

∫
R\[−L,L]

e−C1|η+iτ |ρdη

≤ e−τx.N0

∫
[−L,L]

eCC0|ξ0||η+iτ |
p−1
p
e−2C1|η|ρdη + e−τx.N0

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρdη

= e−τx.N0

∫
[−L,L]

eCC0C2|ξ0|(|η|2+τ2)
p−1
2p
e−2C1|η|ρdη + e−τx.N0

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρdη

≤ e−τx.N0

∫
[−L,L]

e
CC0C2|ξ0|

(
(|η|2)

p−1
2p +(τ2)

p−1
2p

)
e−2C1|η|ρdη + e−τx.N0

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρdη

= e−τx.N0+CC0C2|ξ0|τ
p−1
p

∫
[−L,L]

eCC0C2|ξ0||η|
p−1
p −2C1|η|ρdη + e−τx.N0

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρdη.

Assim,

|u(x)| ≤ e−τx.N0+CC0C2|ξ0|τ
p−1
p

∫
[−L,L]

eCC0C2|ξ0||η|
p−1
p −2C1|η|ρdη + e−τx.N0

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρdη,

(1.18)

tomando τ → ∞ em (1.18), conclúımos que

u(x) = 0, se x ∈ Σ+. (1.19)

Defina a função auxiliar v por

v(t) =

∫
Xτ

eitse−(−is)ρds. (1.20)

Se x · ξ0 = 0, então

u(x) = v(x ·N0). (1.21)

Pelas equações (1.8) e (1.21), deduzimos que v(t) = 0 no intervalo (0,∞). Logo, multiplicando
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a equação (1.20) pela função 1
2π
etτ e fazendo a mudança de variável σ = s+ τ

i
, tem-se

1

2π
v(t)etτ =

1

2π

∫
Xτ

eit(s+
τ
i )e−(−is)ρds

=
1

2π

∫ +∞

−∞
eitσe−(τ+

σ
i )

ρ

dσ. (1.22)

Pela equação (1.22) e pela Fórmula de Inversão de Fourier, obtém-se

e−(τ+
σ
i )

ρ

=

(
1

2π
v(t)etτ

)∧

(σ).

Pela Identidade de Parseval, temos que

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ 12πv(t)etτ
∣∣∣∣2dt = 1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ ( 1

2π
v(t)etτ

)∧

(σ)

∣∣∣∣2dσ =
1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ+σ
i )

ρ∣∣2dσ.
Dáı,

1

2π

∫ 0

−∞
|v(t)etτ |2dt =

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ+σ
i )

ρ∣∣2dσ, (1.23)

Pelo fato que |
(
τ + σ

i

)ρ | ≤ (τ + |σ|)ρ ≤ τ ρ + |σ|ρ e pela equação (1.23), segue que

1

2π

∫ 0

−∞

∣∣v(t)etτ ∣∣2dt =

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ+σ
i )

ρ∣∣2dσ
≥

∫ +∞

−∞

∣∣e−τρ−|σ|ρ∣∣2dσ
= e−2τρ

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρdσ. (1.24)

Finalmente, provaremos que v é não nula em qualquer vizinhança do origem. De fato, se v = 0

no intervalo (−ε, 0) para algum ε > 0, pela estimativa (1.24), segue que

e−2τρ
∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρdσ ≤ 1

2π

∫ −ε

−∞

∣∣v(t)etτ ∣∣2dt
≤ 1

2π

∫ −ε

−∞

∣∣v(t)e−ετ
∣∣2dt

=
e−2ετ

2π

∫ −ε

−∞

∣∣v(t)∣∣2dt
= O(e−2ετ ), quando τ → ∞.
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Dáı, segue que

e−2τρ
∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρdσ = O(e−2ετ ), quando τ → ∞.

o que é um absurdo pois,

e−2τρ
∫ +∞
−∞ e−2|σ|ρdσ

e−2ετ
= e2(ετ−τρ)

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρdσ → ∞, quando τ → ∞.

Assim 0 ∈ S(v), e, portanto, 0 ∈ S(u). 2

Observação 1.0.1 O Teorema anterior inclui como caso particular ao operador do calor H =

D2
1+D

2
2+ · · ·+D2

n+iDn+1. Neste caso, o śımbolo de H é h(ξ) = ξ21+ · · ·+ξ2n+iξn+1 e o śımbolo

principal é dado por h2(ξ) = ξ21+ · · ·+ξ2n. Um vetor caracteŕıstico é dado por N0 = (0, . . . , 0, c),

com c ̸= 0 e um vetor não caracteŕıstico ξ0 = (a1, . . . , an, b) verifica a
2
1 + · · ·+ a2n ̸= 0. Logo, a

equação h(sN0 + t(s)ξ0) = 0 é equivalente a

a21t
2(s) + · · ·+ a2nt

2(s) + i(bt(s) + cs) = 0

Dáı, temos que

bt(s) + cs = i(a21t
2(s) + · · ·+ a2nt

2(s)). (1.25)

Pela equação (1.8), segue que

u(x) =

∫
Xτ

eiΦ(x,s)ds,

é solução da equação Hu = 0, u ∈ C∞(Rn+1), u = 0 em Σ+ e 0 ∈ S(u). A função Φ é chamada

de função de fase e é dada por

Φ(x, s) = x · (sN0 + t(s)ξ0) + i(−is)ρ. (1.26)

Por (1.25) e (1.26), temos que

Φ(x, s) = i(−is)ρ + i
n∑

j=1

a2j t
2(s)xn+1 +

n∑
j=1

ajt(s)xj. (1.27)

Em obras básicas tais como Folland [1] e John [8] resultados de unicidade e não unicidade são

obtidos, ver Teorema1.34b, a solução de Tychonoff (1.19) no Caṕıtulo 7 em [8] e Teorema4.4

em [1].



Caṕıtulo

2

Soluções para as equações de fase

Neste Caṕıtulo apresentaremos as equações de fase associadas aos operadores P e Q, em

seguida obtemos soluções exatas para as ditas equações. Na seção 2.1 consideramos o caso em

que Λ é uma função polinomial em x de grau k0 e a seguir procuraremos por soluções Φ e Ψ

polinomiais em x . Na seção 2.2 estudamos o caso quando Λ é uma função multiplicativamente

separável e para este caso obtemos soluções multiplicativamente separáveis. As soluções deter-

minadas neste Caṕıtulo servem para obter não unicidade e espera-se que sirvam também para

construir soluções singulares (no caso parabólico soluções não anaĺıticas).

Considere os operadores

P = D2
x1

+D2
x2

+ ...+D2
xn

+ iΛ(x, t)Dt, (2.1)

Q = Λ(x, t)(D2
x1

+D2
x2

+ ...+D2
xn
) + iDt, (2.2)

onde x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn e Λ ∈ C∞(Rn+1). Se

u(x, t) = eiΦ(x,t)

e

v(x, t) = eiΨ(x,t)

são soluções de P (u) = 0 e Q(v) = 0 respectivamente, então as funções Φ e Ψ devem verificar

17
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as seguintes equações diferenciais parciais

∆xΦ(x, t) + i
n∑

j=1

(∂xj
Φ(x, t))2 − Λ(x, t)∂tΦ(x, t) = 0, (2.3)

Λ(x, t)∆xΨ(x, t) + iΛ(x, t)
n∑

j=1

(∂xj
Ψ(x, t))2 − ∂tΨ(x, t) = 0. (2.4)

As equações (2.3) e (2.4) são chamadas as equações de fase associadas aos operadores P e Q,

respectivamente. Φ e Ψ são as funções de fase correspondentes.

2.1 Soluções polinomiais

Nesta seção procuraremos soluções polinomiais em x para as equações de fase (2.3) e (2.4),

quando Λ é uma função polinomial em x de grau k0, k0 ≥ 0. Uma função nas variáveis x e t é

dita polinomial em x se tem a seguinte representação:

f(x, t) =
∑

|α|≤k0

aα(t)x
α, (2.5)

com aα ̸= 0, para algum α tal que |α| = k0, k0 é chamado o grau de f em x e as funções aα são

chamadas de funções coeficientes de f .

Para cada função real f de classe C∞(R) que não se anule, consideramos o operador linear

Tf : C∞(R) → C∞(R)

g 7→ Tf (g) (2.6)

dado por Tf (g) =
∫ t

t0
g(r)/f(r)dr. Tal classe de operadores será utilizado na construção das

funções fase.

2.1.1 Soluções polinomiais para (2.3)

Primeiramente consideramos a equação (2.3) com Λ uma função polinomial em x de grau k0.

Digamos,

Λ(x, t) =
∑

|α|≤k0

λα(t)x
α,
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com λα uma função real anaĺıtica. Vamos estudar soluções polinomiais em x de grau k1 para

a equação de fase (2.3), com uma condição de anulamento nos termos mistos de maior ordem,

ou seja,

Φ(x, t) =
∑

|α|≤k1

aα(t)x
α,

tal que

aα = 0, se α ̸= k1 ej, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. (2.7)

Lema 2.1.1 Seja Λ como acima e Φ uma solução polinomial em x de (2.3) verificando (2.7).

Então o grau de Φ é no máximo k0 + 2.

Demonstração. Suponhamos que o grau de Φ é igual k1 e k1 > k0 + 2, ou seja,

Φ(x, t) =
∑

|α|≤k1

aα(t)x
α, com k1 > k0 + 2.

Fazendo a descomposição de Φ em termos homogêneos

Φ(x, t) =

k1∑
j=0

Φj(x, t),

com

Φj(x, t) =
∑
|α|=j

aα(t)x
α, para todo j ∈ {1, 2, ..., n},

como Φ é solução de (2.3), segue que o termo de maior ordem na dita equação é

i

n∑
j=1

(∂xj
Φk1(x, t))

2,

pois k0 + k1 ≥ 2k1 − 2, implica 2k0 + 2 ≥ k1. Pela condição (2.7), temos que

Φk1(x, t) =
n∑

j=1

aj(t)x
k1
j ,

onde aj = aα, com α = k1ej para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Dáı,

i
n∑

j=1

(∂xj
Φk1(x, t))

2 = ik21

n∑
j=1

a2j(t)x
2(k1−1)
j
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Pela igualdade de polinômios na equação (2.3), obtemos que aj = 0, para todo j ∈ {1, 2, ..., n},

então aα = 0, quando |α| = k1 o que é um absurdo, pois k1 é o grau de Φ. Portanto, o grau de

Φ é no máximo k0 + 2. 2

Assumindo o Lema 2.1.1 apresentaremos um método para construir funções de fase. Como

Φ é uma função de fase para a equação (2.3), obtemos o sistema de edo’s a seguir:



2a2(t) + ia21(t)− λ0(t)a
′
0(t) = 0, (x0)

6a3(t) + 4ia2(t)a1(t)− λ0(t)a
′
1(t)− λ1(t)a

′
0(t) = 0, (x1)

12a4(t) + 4ia22(t) + 6ia3(t)a1(t)−
2∑

j=0

λj(t)a
′
2−j(t) = 0, (x2)

30a5(t) + 8ia4(t)a1(t) + 12ia3(t)a2(t)−
3∑

j=0

λj(t)a
′
3−j(t) = 0, (x3)

...

(2l + 3)(2l + 2)a2l+3(t) + i

k0+1∑
j=1, s ̸=j,

∑
j+s=2l+3

jsaj(t)as(t)−
2l+1∑
j=0

λj(t)a
′
2l+1−j(t) = 0, (x2l+1)

onde l ∈ N e 2l + 1 ≤ k0,

(2l + 2)(2l + 1)a2l+2(t) + i(l + 1)2a2l+1(t) + i

k0+1∑
j=1, s ̸=j,

∑
j+s=2l+2

jsaj(t)as(t)

−
2l∑
j=0

λj(t)a
′
2l+1−j(t) = 0, com l ∈ N e 2l ≤ k0, (x2l)

...

(k0 + 2)(k0 + 1)iak0+2(t)ak0+1(t)− λk0−1(t)a
′
k0+2(t)− λk0(t)a

′
k0+1(t) = 0, (x2k0+1)

(k0 + 2)2ia2k0+2(t)− λk0(t)a
′
k0+2(t) = 0, (x2k0+2)

O sistema formado pelas equações (xk0+1), (xk0+2), . . . , (x2k0+2) é desacoplado no sentido que

podemos obter a função ak0+2 da equação (x2k0+2); logo resolvemos a equação (x2k0+1) e deter-

minamos o coeficiente ak0+1; podemos repetir o argumento até obter a1 da equação (xk0+1). Por

outro lado, o coeficiente a0 é determinada pela equação (x0), pois a1 e a2 são conhecidos. Final-

mente ao substituir as funções coeficientes a0, a1, . . . , ak0+2 nas equações (x1), (x2), . . . , (xk0)

obtemos um sistema de k0 equações; as ditas equações serão chamadas de equações de compa-
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tibilidade. O sistema (xk0+1) . . . , (x2k0+2) será então

F1(a1(t0), . . . , ak0+2(t0), t, λ0(t), . . . , λk0(t)) = 0,

F2(a1(t0), . . . , ak0+2(t0), t, λ0(t), . . . , λk0(t)) = 0,

...

Fk0(a1(t0), . . . , ak0+2(t0), t, λ0(t), . . . , λk0(t)) = 0.

que deve ser satisfeito com as escolhas corretas dos dados iniciais aj(t0). Com o objetivo exibir

os detalhes do método tomaremos k0 = 0 para n qualquer e k0 ∈ {1, 2} para n = 1.

Caso 1: Para o caso que o grau de Λ é 0, pelo Lema 2.1.1, segue que a função de fase Φ tem

grau no máximo 2. Agora vamos introduzir a notação aj = aα, quando α = ej, e aj,j = aα, se

α = 2ej, para j ∈ {1, 2, ..., n}. Dáı, os termos homogêneos de Φ podem ser escritos como:

Φ0(x, t) = a0(t), Φ1(x, t) =
n∑

j=1

aj(t)xj e Φ2(x, t) =
n∑

j=1

aj,j(t)x
2
j .

A seguir apresentamos a forma expĺıcita de tais funções de fase

Lema 2.1.2 Sejam Λ(x, t) = λ0(t), com λ0(t) ̸= 0 para todo t ∈ R e Φ uma solução polinomial

em x da equação de fase (2.3). Então as funções coeficientes de Φ são determinadas por:

aj,j(t) =
aj,j(t0)

1− 4iaj,j(t0)Tλ0(1)
, j ∈ {1, 2, ..., n}

aj(t) = aj(t0)exp [4iTλ0(aj,j)] , j ∈ {1, 2, ..., n}

a0(t) = a0(t0) + 2
n∑

j=1

Tλ0(aj,j) + i

n∑
j=1

Tλ0(a
2
j),

com a0(t0), aj(t0), aj,j(t0) ∈ C e supomos que 1/(4iaj,j(t0)) /∈ Im(Tλ0(1)), que será o caso se

ℜ(aj,j(t0)) ̸= 0; para j ∈ {1, 2, ..., n}. Aqui Tλ0 é dado por (2.6).

Demonstração. Como Φ é solução polinomial em x da equação de fase (2.3), segue que

0 = ∆xΦ(x, t) + i
n∑

j=1

(∂xj
Φ(x, t))2 − λ0(t)∂tΦ(x, t)

=

[
2

n∑
j=1

aj,j(t) + i

n∑
j=1

a2j(t)− λ0(t)a
′
0(t)

]
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+
n∑

k=1

(4iak(t)ak,k(t)− λ0(t)a
′
k(t))xk

+
n∑

k=1

(
4ia2k,k(t)− λ0(t)a

′
k,k(t)

)
x2k.

Dáı, temos o seguinte sistema de edo’s:
2

n∑
j=1

aj,j(t) + i

n∑
j=1

a2j(t)− λ0(t)a
′
0(t) = 0, (2.8)

4iak(t)ak,k(t)− λ0(t)a
′
k(t) = 0, k ∈ {1, 2, ..., n}, (2.9)

4ia2k,k(t)− λ0(t)a
′
k,k(t) = 0, k ∈ {1, 2, ..., n}. (2.10)

A função a0 é determinada por (2.8); logo, nos restringiremos a (2.9) e (2.10). Por (2.10) temos

que (
− 1

ak,k(t)

)′

=
4i

λ0(t)
.

Dáı, segue que

− 1

ak,k(t)
+

1

ak,k(t0)
= 4i

∫ t

t0

1

λ0(r)
dr.

Portanto,

ak,k(t) =
ak,k(t0)

1− 4iak,k(t0)Tλ0(1)
. (2.11)

Como ℜ(ak,k(t0)) ̸= 0, então a função ak,k dada por (2.31) é bem definida em R, para todo

k ∈ {1, 2, ..., n}. Pela equação (2.9), tem-se que

a′k(t)

ak(t)
=

4iak,k(t)

λ0(t)
.

Portanto,

ak(t) = ak(t0)exp [4iTλ0(ak,k)] , (2.12)

é bem definida em R, para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Consequentemente,

a0(t) = a0(t0) + 2
n∑

j=1

Tλ0(aj,j) + i

n∑
j=1

Tλ0(a
2
j). (2.13)

2

Observação 2.1.1 Tendo em vista (2.11), se ak,k(t0) = 0 para todo k ∈ {1, 2, ..., n}, obtemos
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que ak,k = 0, para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Neste caso, segue que ak(t) = ak(t0), para todo t ∈ R,

para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Consequentemente, temos

a0(t) = a0(t0) + i

n∑
j=1

a2j(t0)Tλ0(1).

Portanto,

Φ(x, t) = a0(t0) + i

n∑
j=1

a2j(t0)Tλ0(1) +
n∑

j=1

aj(t0)xj, (2.14)

é solução da equação de fase (2.3). Recuperando portanto o caso λ0(t) = 1 em (1.27).

Caso 2: Se a função Λ é afim em x, ou seja,

Λ(x, t) = λ0(t) + λ1(t)x,

com λ0 e λ1 não nulas, verificando

E(c1, c2, c3, t, λ0(t), λ1(t)) = 0,

onde a equação acima, para algum (c1, c2, c3) ∈ C3, será explicitada na demonstração do Lema

2.1.3, obtemos que

Lema 2.1.3 Seja Λ como acima e Φ uma solução polinomial em x da equação de fase (2.3).

Então as funções coeficientes de Φ são determinadas por:

a3(t) =
a3(t0)

1− 9ia3(t0)Tλ1(1)
,

a2(t) =

{
9i

∫ t

t0

a23(r)λ0(r)

λ21(r)
exp[−12iTλ1(a3)]dr + a2(t0)

}
exp[12iTλ1(a3)],

a1(t) =

{∫ t

t0

[
−9ia23(r)λ

2
0(r)

λ31(r)
+

12ia2(r)a3(r)λ0(r)

λ21(r)
− 4ia22(r)

λ1(r)

]
exp[−6iTλ1(a3)]dr

+a2(t0)

}
exp[6iTλ1(a3)],

a0(t) = a0(t0) + 2Tλ0(a2) + iTλ0(a
2
1),

com a0(t0) ∈ C, ℜ(a3(t0)) ̸= 0 e aj(t0) = cj, para todo j ∈ {1, 2, 3}.
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Demonstração. Como Φ é solução polinomial em x da equação de fase (2.3), segue que

0 = ∂xxΦ(x, t) + i(∂xΦ(x, t))
2 − Λ(x, t)∂tΦ(x, t)

= ia21(t) + 2a2(t0)− λ0(t)a
′
0 + (4ia1(t)a2(t0) + 6a3(t)− λ1(t)a

′
0(t)− λ0(t)a

′
1(t))x+(

4ia22(t0) + 6ia1(t)a3(t)− λ1(t)a
′
1(t)− λ0(t)a

′
2(t)
)
x2 +

(12ia2(t)a3(t)− λ1(t)a
′
2(t)− λ0(t)a

′
3(t))x

3 +
(
9ia23(t)− λ1(t)a

′
3(t)
)
x4.

Dáı, temos o seguinte sistema de edo’s:



ia21(t) + 2a2(t0)− λ0(t)a
′
0 = 0, (2.15)

4ia1(t)a2(t0) + 6a3(t)− λ1(t)a
′
0(t)− λ0(t)a

′
1(t) = 0, (2.16)

4ia22(t0) + 6ia1(t)a3(t)− λ1(t)a
′
1(t)− λ0(t)a

′
2(t) = 0, (2.17)

12ia2(t)a3(t)− λ1(t)a
′
2(t)− λ0(t)a

′
3(t) = 0, (2.18)

9ia23(t)− λ1(t)a
′
3(t) = 0, (2.19)

A função a0 é determinada por (2.15), logo nos restringiremos a (2.16)- (2.19). Por (2.19) temos

que

a3(t) =
a3(t0)

1− 9ia3(t0)Tλ1(1)
. (2.20)

Como ℜ(a3(t0)) ̸= 0, segue que a3 é bem definida em R. A equação (2.18) é linear para a2; logo

temos que

a2(t) =

{
9i

∫ t

t0

a23(r)λ0(r)

λ21(r)
exp[−12iTλ1(a3)]dr + a2(t0)

}
exp[12iTλ1(a3)]. (2.21)

Como (2.17) é linear para a1, obtemos que

a1(t) =

{∫ t

t0

[
−9ia23(r)λ

2
0(r)

λ31(r)
+

12ia2(r)a3(r)λ0(r)

λ21(r)
− 4ia22(r)

λ1(r)

]
exp[−6iTλ1(a3)]dr

+a2(t0)

}
exp[6iTλ1(a3)]. (2.22)

A equação (2.16) é considerada como uma equação de compatibilidade; multiplicando tal

equação por λ0(t)λ
3
1(t), temos que

−9ia23(t)λ
4
0(t) + 12ia2(t)a3(t)λ

3
0(t)λ1(t)− [4ia22(t) + 6ia1(t)a3(t)]λ

2
0(t)λ

2
1(t)
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+[4ia1(t)a2(t) + 6a3(t)]λ0(t)λ
3
1(t)− [ia21(t) + 2a2(t)]λ

4
1(t) = 0. (2.23)

Substituindo a1, a2 e a3 em (2.23); obtemos a forma explicita da equação

E(c1, c2, c3, t, λ0(t), λ1(t)) = 0.

Finalmente,

a0(t) = a0(t0) + 2Tλ0(a2) + iTλ0(a
2
1).

2

Observação 2.1.2 Tendo em vista (2.20), se a3(t0) = 0, segue que a3 = 0. Neste caso, temos

que a2(t) = a2(t0); logo obtemos que a1(t) = 4ia22(t0)Tλ1(1). Consequentemente,

a0(t) = a0(t0) + 2a2(t0)Tλ0(1) + iTλ0(a
2
1).

Por outro lado,

E(c1, c2, 0, t, λ0(t), λ1(t)) = −4ic22λ
2
0(t) + [4ic1c2λ1(t)− 16c32λ1(t)Tλ1(1)]λ0(t)− (ic21 + 2c2)λ

2
1(t)

+8c1c
2
2λ

2
1(t)Tλ1(1) + 16ic42λ

2
1(t) (Tλ1(1))

2 .

Além disso, como E(c1, c2, 0, t, λ0(t), λ1(t)) = 0 é uma equação de segundo grau para λ0,

podemos determinar as soluções de tal equação por

λ0(t) =

(
c1 ±

√
2ic2

2c2

)
λ1(t) + 2ic2λ1(t)Tλ1(1).

Note que: se ℜ(c1) = ℜ(c2) = 0, ℑ(c2) > 0 e λ1 tem valores reais, então λ0 também tem valores

reais.

Caso 3: Se a função Λ é quadrática em x, ou seja,

Λ(x, t) = λ0(t) + λ1(t)x+ λ2(t)x
2,

com λ0 e λ2 não nulas; verificando
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E1(c1, c2, c3, c4, t, λ0(t), λ1(t), λ2(t)) = 0,

e

E2(c1, c2, c3, c4, t, λ0(t), λ1(t), λ2(t)) = 0,

onde as equações acima, para algum (c1, c2, c3, c4) ∈ C4, são explicitadas na demonstração do

Lema 2.1.4; obtemos que

Lema 2.1.4 Seja Λ como acima e Φ uma solução polinomial em x da equação de fase (2.3).

Então as funções coeficientes de Φ são determinadas por:

a4(t) =
a4(t0)

1− 16ia4(t0)Tλ2(1)
,

a3(t) =

{
16i

∫ t

t0

a24(r)λ1(r)

λ22(r)
exp[−24iTλ2(a3 a4)]dr + a3(t0)

}
exp[24iTλ2(a3 a4)],

a2(t) =

{
i

∫ t

t0

[
−16a24(r)λ

2
1(r)

λ32(r)
+

16a24(r)λ0(r)

λ22(r)
+

24a3(r)a4(r)λ1(r)

λ22(r)
− 9a23(r)

λ2(r)

]
exp[−24iTλ2(a3 a4)]dr

+a2(t0)

}
exp[24iTλ2(a3 a4)],

a1(t) =

{
i

∫ t

t0

[
16a24(r)λ

3
1(r)

λ42(r)
− 32a24(r)λ0(r)λ1(r)

λ32(r)
− 24a3(r)a4(r)λ

2
1(r)

λ32(r)
+

24a3(r)a4(r)λ0(r)

λ22(r)

+
9a3(r)a

2
4(r)λ1(r)

λ22(r)
+

16a2(r)a4(r)λ1(r)

λ22(r)
− 12a2(r)a3(r)

λ2(r)

]
exp[−8iTλ2(a1 a4)]dr

+a1(t0)

}
exp[8iTλ2(a1 a4)],

a0(t) = a0(t0) + 2Tλ0(a2) + iTλ0(a
2
1),

com a0(t0) ∈ C, ℜ(a4(t0)) ̸= 0 e aj(t0) = cj, para j ∈ {1, 2, 3, 4}.

Demonstração. Como Φ é solução polinomial em x da equação de fase (2.3), segue que

0 = ∂xxΦ(x, t) + i(∂xΦ(x, t))
2 − Λ(x, t)∂tΦ(x, t)

= ia21(t) + 2a2(t)− λ0(t)a
′
0 + (6a3(t) + 4ia1(t)a2(t)− λ1(t)a

′
0(t)− λ0(t)a

′
1(t))x +(

6ia3(t)a1(t) + 4ia22(t)− λ2(t)a
′
0(t)− λ1(t)a

′
1(t)− λ0(t)a

′
2(t)
)
x2 +

(12ia3(t)a2(t) + 8ia1(t)a4(t)− λ2(t)a
′
1(t)− λ1(t)a

′
2(t)− λ0(t)a

′
3(t))x

3 +(
9ia3(t)

2 + 16ia2(t)a4(t)− λ2(t)a
′
2(t)− λ1(t)a

′
3(t)− λ0(t)a

′
4(t)
)
x4 +
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(24ia3(t)a4(t)− λ2(t)a
′
3(t)− λ1(t)a

′
4(t))x

5 +
(
16ia24(t)− λ2(t)a

′
4(t)
)
x6.

Dáı, temos o seguinte sistema de edo’s:



ia21(t) + 2a2(t)− λ0(t)a
′
0 = 0, (2.24)

6a3(t) + 4ia1(t)a2(t)− λ1(t)a
′
0(t)− λ0(t)a

′
1(t) = 0, (2.25)

6ia3(t)a1(t) + 4ia22(t)− λ2(t)a
′
0(t)− λ1(t)a

′
1(t)− λ0(t)a

′
2(t) = 0, (2.26)

12ia3(t)a2(t) + 8ia1(t)a4(t)− λ2(t)a
′
1(t)− λ1(t)a

′
2(t)− λ0(t)a

′
3(t) = 0, (2.27)

9ia3(t)
2 + 16ia2(t)a4(t)− λ2(t)a

′
2(t)− λ1(t)a

′
3(t)− λ0(t)a

′
4(t) = 0, (2.28)

24ia3(t)a4(t)− λ2(t)a
′
3(t)− λ1(t)a

′
4(t) = 0, (2.29)

16ia24(t)− λ2(t)a
′
4(t) = 0. (2.30)

A função a0 é determinada por (2.24), logo nos restringiremos a (2.25)- (2.30). Por (2.30) temos

que

a4(t) =
a4(t0)

1− 16ia4(t0)Tλ2(1)
. (2.31)

Como Re(a4(t0)) ̸= 0, segue que b4 é bem definida em R. A equação 2.29 é linear para a3; logo

temos que

a3(t) =

{
16i

∫ t

t0

a24(r)λ1(r)

λ22(r)
exp[−24iTλ2(a3 a4)]dr + a3(t0)

}
exp[24iTλ2(a3 a4)]. (2.32)

Como (2.28) é linear para a2, obtemos que

a2(t) =

{
i

∫ t

t0

[
− 16a24(r)λ

2
1(r)

λ32(r)
+

16a24(r)λ0(r)

λ22(r)
+

24a3(r)a4(r)λ1(r)

λ22(r)

−9a23(r)

λ2(r)

]
exp[−24iTλ2(a3 a4)]dr + a2(t0)

}
exp[24iTλ2(a3 a4)]. (2.33)

A equação (2.27) é linear para a1; logo segue que

a1(t) =

{
i

∫ t

t0

[
16a24(r)λ

3
1(r)

λ42(r)
− 32a24(r)λ0(r)λ1(r)

λ32(r)
− 24a3(r)a4(r)λ

2
1(r)

λ32(r)
+

24a3(r)a4(r)λ0(r)

λ22(r)

+
9a3(r)a

2
4(r)λ1(r)

λ22(r)
+

16a2(r)a4(r)λ1(r)

λ22(r)
− 12a2(r)a3(r)

λ2(r)

]
exp[−8iTλ2(a1 a4)]dr

+a1(t0)

}
exp[8iTλ2(a1 a4)]. (2.34)
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Como a4, a3, a2 e a1 já foram determinados e a0 será determinada por (2.24), então as

equações (2.25) e (2.26) são consideradas como equações de compatibilidade. Multiplicando a

equação (2.25) por λ0(t)λ
4
2(t); temos que

16a24(t)λ0(t)λ
4
1(t)− 48ia24(t)λ

2
0(t)λ

2
1(t)λ2(t)− 24ia3(t)a4(t)λ0(t)λ

3
1(t)λ2(t) + 16ia24(t)λ

3
0(t)λ

2
2(t)

+48ia3(t)a4(t)λ
2
0(t)λ1(t)λ

2
2(t) + 9ia23(t)λ0(t)λ

2
1(t)λ

2
2(t) + 16ia2(t)a4(t)λ0(t)λ

2
1(t)λ

2
2(t)

−9ia23(t)λ
2
0(t)λ

3
2(t) + 16ia2(t)a4(t)λ

2
0(t)λ

3
2(t)− 12ia2(t)a3(t)λ0(t)λ1(t)λ

3
2(t)

−8ia1(t)a4(t)λ0(t)λ1(t)λ
3
2(t) + 4ia22(t)λ0(t)λ

4
2(t)− 8ia1(t)a4(t)λ0(t)λ1(t)λ

3
2(t)

+6ia1(t)a3(t)λ0(t)λ
4
2(t) + 12a4(t)λ0(t)λ

4
2(t)− ia21(t)λ

5
2(t)− 2a2(t)λ

5
2(t) = 0. (2.35)

Por outro lado, se multiplicamos a equação de compatibilidade (2.26) por λ0(t)λ
4
2(t); segue

que

16ia24(t)λ
2
0(t)λ

3
1(t)− 32ia24(t)λ

3
0(t)λ1(t)λ2(t)− 24ia3(t)a4(t)λ

2
0(t)λ

2
1(t)λ2(t)

+24ia3(t)a4(t)λ
3
0(t)λ

2
2(t) + 9ia23(t)λ

2
0(t)λ1(t)λ

2
2(t) + 16ia2(t)a4(t)λ

2
0(t)λ1(t)λ

2
2(t)

+12ia2(t)a3(t)λ
2
0(t)λ

3
2(t)− 8ia1(t)a4(t)λ

2
0(t)λ

3
2(t) + 4ia1(t)a2(t)λ0(t)λ

4
2(t)

+6a3(t)λ0(t)λ
4
2(t)− ia21(t)λ1(t)λ

4
2(t)− 2a2(t)λ1(t)λ

4
2(t) = 0. (2.36)

Agora substituindo a1, a2, a3 e a4 em (2.35) e (2.36); obtemos a forma explicita das equações

E1(c1, c2, c3, c4, t, λ0(t), λ1(t), λ2(t)) = 0 e E2(c1, c2, c3, c4, t, λ0(t), λ1(t), λ2(t)) = 0,

respectivamente.

Finalmente, por (2.27), temos que

a0(t) = a0(t0) + 2Tλ0(a2) + iTλ0(a
2
1).

2

Observação 2.1.3 Tendo em vista (2.31), se a4(t0) = 0, temos que a4 = 0. Neste caso, se

λ1 = 0, segue que a3(t) = a3(t0); logo obtemos que a2(t) = a2(t0) + 9ia3(t0)Tλ2(1) e a1(t) =
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a0(t0) + 12ia0(t0)Tλ2(1). Consequentemente,

a0(t) = a0(t0) + 2Tλ0(a2) + iTλ0(a
2
1).

Por outro lado,

E1(c1, c2, c3, 0, t, λ0(t), 0, λ2(t)) =
(
6ic1c3 + 4ic22

)
λ0(t)λ2(t)− (ic21 + 2c2)λ

2
2(t)− 9ic33λ

2
0(t)

−
[
144c2c

2
3λ0(t)λ2(t)− (24c1c2c3 + 18ic23)λ

2
2(t)
]
Tλ2(1) + [144ic22c

2
3λ

2
2(t)

−324ic43λ0(t)λ2(t)] (Tλ2(1))
2 − [648ic43λ0(t)λ2(t) + 2592c2c

4
3λ

2
2(t)Tλ2(1)]Tλ2(Tλ2(1))

−11664ic63λ
2
2(t) (Tλ2(Tλ2(1)))

2 = 0,

e

E2(c1, c2, c3, 0, t, λ0(t), 0, λ2(t)) = [(6c3 + 4ic1c2)λ2(t)− 12ic2c3λ0(t)]

−432ic2c
3
3λ2(t) (Tλ2(1))

2 +
(
108 c33λ0(t)− 36 c1 c

2
3λ2(t)− 48 c22 c3λ2(t)

)
Tλ2(1)

−432ic2c
3
3λ2(t)Tλ2(Tλ2(1)) + 3888c53λ2(t)Tλ2(1)Tλ2(Tλ2(1)) = 0,

Além disso, se consideramos ℜ(c2) = ℑ(c3) = 0 e ℜ(c3) ̸= 0 na equação

E2(c1, c2, c3, 0, t, λ0(t), 0, λ2(t)) = 0,

segue que

Tλ2(Tλ2(1)) =
1

−432ℜ(c3)3λ2(t) [ℑ(c2) + 9ℜ(c3)2Tλ2(1)]

{
12ℑ(c2)ℜ(c3)λ0(t)− 4c1ℑ(c2)λ2(t) +

6ℜ(c3)3λ2(t) +
[
108ℜ(c3)3λ0(t)− 36c1ℜ(c3)2λ2(t) + 48ℑ(c2)2ℜ(c3)λ2(t)

]
Tλ2(1)

+432ℑ(c2)ℜ(c3)3λ2(t)(Tλ2(1))
2

}
. (2.37)

Dáı, pelas equações E1(c1, c2, c3, 0, t, λ0(t), 0, λ2(t)) = 0 e (2.37), tem-se que

λ0(t) = − λ2(t)

16 [ℑ(c2) + 9ℜ(c3)2 Tλ2(1)]
4

[
8ℑ(c2)3 + 9ℜ(c3)2 + 216ℑ(c2)2ℜ(c3)2 Tλ2(1) +
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1944ℑ(c2)ℜ(c3)4 (Tλ2(1))
2 + 5832ℜ(c3)6 (Tλ2(1))

3

]
(2.38)

Note que: se ℜ(c3) = 0 em (2.38); obtemos que λ0(t) = −λ2(t)/2ℑ(c2). Neste caso, segue que

−4c1ℑ(c2)λ2(t) = 0. Se ℑ(c2) ̸= 0, temos que

Φ(x, t) = a0(t0) + 2iℑ(c2)
∫ t

t0

1

λ0(r)
dr + iℑ(c2)x2, (2.39)

é solução da equação de fase (2.3). Por outro lado, se ℑ(c2) = 0, então a função de fase Φ é

constante.

2.1.2 Soluções polinomiais para (2.4)

Consideremos a equação de fase (2.4) com Λ uma função polinomial em x de grau k0. Digamos,

Λ(x, t) =
∑

|α|≤k0

λα(t)x
α,

onde λα é uma função real anaĺıtica para cada α com 0 ≤ |α| ≤ k0 e verifica a condição de não

anulamento nos termos de maior ordem, ou seja,

λα ̸= 0, se α = k0 ej, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. (2.40)

Vamos estudar soluções polinomiais em x de grau k1, k1 ≥ 0, para a equação de fase (2.4),

verificando a condição (2.7), ou seja,

Ψ(x, t) =
∑

|α|≤k1

bβ(t)x
β,

tal que

bβ = 0, se β ̸= k1 ej, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}.

Lema 2.1.5 Se a equação de fase (2.4) admite uma solução polinomial em x de grau positivo

verificando a condição (2.7), quando Λ verifica a condição (2.40). Então o grau de Λ é no

máximo igual 1.
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Demonstração. Suponhamos que a equação de fase (2.4) admite uma solução polinomial em

x de grau positivo verificando a condição (2.7), quando o grau de Λ é maior que 1. Seja Ψ tal

solução da equação de fase (2.4), ou seja,

Ψ(x, t) =
∑
|β|≤k1

bβ(t)x
β, com k1 > 0.

e a função Λ dada por

Λ(x, t) =
∑

|α|≤k0

λα(t)x
α, com k0 > 1.

Como Ψ é solução da equação de fase (2.4), segue que o termo de maior ordem na equação é

iΛk0(x, t)
n∑

j=1

(∂xj
Ψk1(x, t))

2,

o qual tem ordem k0 + 2k1 − 2. Pela condição (2.7), segue que

Ψk1(x, t) =
n∑

j=1

bj(t)x
k1
j ,

onde bj = bβ, com β = k1ej para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Dáı,

iΛk0(x, t)
n∑

j=1

(∂xj
Φk1(x, t))

2 = ik21
∑

|α|=k0

n∑
j=1

λα(t) b
2
j(t)x

αx
2(k1−1)
j ;

o termo de ordem k0 + 2k1 − 2 em xj é

ik21λα(t)b
2
j(t)x

k0+2k1−2
j ,

com α = k0ej, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Pela igualdade de polinômios na equação (2.4) e

pela condição de não anulamento (2.40), segue que bj = 0, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Então

bβ = 0, quando |β| = k1, o que é um absurdo, pois k1 é o grau de Φ. Portanto, o grau de Λ é

no máximo 1. 2

Lema 2.1.6 Se Λ é uma função polinomial em x de grau k0, com k0 ∈ {0, 1}, verficando a

condição de não anulamento (2.40) e Ψ é uma solução polinomial em x da equação de fase

(2.4) verificando a condição de anulamento (2.7). Então o grau de Ψ é no máximo 2− k0.
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Demonstração. Suponhamos que o grau de Ψ seja maior que 2− k0, ou seja,

Ψ(x, t) =
∑

|α|≤k1

bα(t)x
α, com k1 > 2− k0.

Como Ψ é solução da equação de fase (2.4), segue que o termo de maior grau na equação é

iΛk0(x, t)
n∑

j=1

(∂xj
Ψk1(x, t))

2,

o qual tem grau k0 + 2k1 − 2. Pela condição (2.7), segue que

Ψk1(x, t) =
n∑

j=1

bj(t)x
k1
j ,

onde bj = bβ, com β = k1ej para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Dáı, tem-se que

iΛk0(x, t)
n∑

j=1

(∂xj
Φk1(x, t))

2 = ik21
∑

|α|=k0

n∑
j=1

λα(t) b
2
j(t)x

αx
2(k1−1)
j ;

o termo de ordem k0 + 2k1 − 2 em xj é

ik21λα(t)b
2
j(t)x

k0+2k1−2
j ,

com α = k0 ej, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Pela igualdade de polinômios na equação (2.4) e

pela condição de não anulamento (2.40), segue que bj = 0, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Então

bβ = 0, quando |β| = k1 o que é um absurdo, pois k1 é o grau de Φ. Portanto, o grau de Ψ é

no máximo 2− k0. 2

A seguir apresentamos funções de fase para os casos k0 = 1 e 2, com Ψ satisfazendo (2.7).

Caso 1. Se o grau de Λ é 0, então Ψ tem grau no máximo 2. Usaremos a notação bj = bα,

quando α = ej e bj,k = bα, se α = 2ej, para j ∈ {1, 2, ..., n}. Dáı, os termos homogêneos de Ψ

são escritos como:

Ψ0(x, t) = b0(t), Ψ1(x, t) =
n∑

j=1

bj(t)xj e Ψ2(x, t) =
n∑

j=1

bj,j(t)x
2
j .

Agora apresentamos a forma expĺıcita de tais funções de fase
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Lema 2.1.7 Sejam Λ(x, t) = λ0(t) e Ψ uma solução polinomial em x da equação de fase (2.4).

Então as funções coeficientes de Ψ são determinadas por:

bj,j(t) =
bj,j(t0)

1− 4ibj,j(t0)
∫ t

t0
λ0(r)dr

, j ∈ {1, 2, ..., n}

bj(t) = bj(t0)exp

[
4i

∫ t

t0

λ0(r) bj,j(r)dr

]
, j ∈ {1, 2, ..., n}

b0(t) = b0(t0) + 2
n∑

j=1

∫ t

t0

λ0(r) bj,j(r)dr + i
n∑

j=1

∫ t

t0

λ0(r) b
2
j(r)dr,

com b0(t0), bj(t0), bj,j(t0) ∈ C e ℜ(bj,j(t0)) ̸= 0, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}.

Demonstração. Como Ψ é solução polinomial em x da equação fase (2.4), segue que

0 = λ0(t)∆xΨ(x, t) + iλ0(t)
n∑

j=1

(∂xj
Ψ(x, t))2 − ∂tΨ(x, t)

=

[
2λ0(t)

n∑
j=1

bj,j(t) + iλ0(t)
n∑

j=1

b2j(t)− b′0(t)

]

+
n∑

k=1

(
4iλ0(t)

n∑
j=1

bj(t)bj,k(t)− b′k(t)

)
xk

+
n∑

k=1

(
4iλ0(t)b

2
k,k(t)− b′k,k(t)

)
x2k.

Dáı, temos o seguinte de sistema edo’s:

2λ0(t)
n∑

j=1

bj,j(t) + iλ0(t)
n∑

j=1

b2j(t)− b′0(t) = 0, (2.41)

4iλ0(t)
n∑

j=1

bj(t)bj,k(t)− b′k(t) = 0, k ∈ {1, 2, ..., n}, (2.42)

4iλ0(t)b
2
k,k(t)− b′k,k(t) = 0, k ∈ {1, 2, ..., n}, (2.43)

A função b0 é determinada por (2.41), logo nos restringiremos a (2.42) e (2.43). Por (2.43)

temos que (
− 1

bk,k(t)

)′

= 4iλ0(t).

Dáı, segue que

− 1

bk,k(t)
+

1

bk,k(t0)
= 4i

∫ t

t0

λ0(r)dr.
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Portanto,

bk,k(t) =
bk,k(t0)

1− 4ibk,k(t0)
∫ t

t0
λ0(r)dr

. (2.44)

Como ℜ(bk,k(t0)) ̸= 0, então a função bk,k é bem definida em R, para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Pela

equação (2.42), obtemos que
b′k(t)

bk(t)
= 4iλ0(t)bk,k(t)

Portanto,

bk(t) = bk(t0)exp

[
4i

∫ t

t0

λ0(r)bk,k(r)dr

]
, (2.45)

é bem definida em R, para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Consequentemente,

b0(t) = b0(t0) + 2
n∑

j=1

∫ t

t0

λ0(r)bj,j(r)dr + i
n∑

j=1

∫ t

t0

λ0(r)b
2
j(r)dr. (2.46)

2

Observação 2.1.4 Tendo em vista (2.44), se bk,k(t0) = 0 para todo k ∈ {1, 2, ..., n}, obtemos

que bk,k = 0, para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Neste caso, segue que bk(t) = bk(t0), para todo t ∈ R,

para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Consequentemente, temos

b0(t) = b0(t0) + i
n∑

j=1

b2j(t0)

∫ t

t0

λ0(r)dr.

Portanto,

Ψ(x, t) = b0(t0) + i
n∑

j=1

b2j(t0)

∫ t

t0

λ0(r)dr +
n∑

j=1

bj(t0)xj. (2.47)

é solução da equação de fase (2.4). Recuperando portanto o caso λ0(t) = 1 em (1.27).

Caso 2. Se o grau de Λ é 1, então Ψ tem grau no máximo 1. Fazendo bj = bα, quando α = ej,

para j ∈ {1, 2, ..., n}, então os termos homogêneos de Ψ são escritos como:

Ψ0(x, t) = b0(t) e Ψ1(x, t) =
n∑

j=1

bj(t)xj.

Agora apresentamos a forma expĺıcita de tais funções de fase

Lema 2.1.8 Sejam Λ uma função polinomial em x verificando a condição de não anulamento

(2.40) e Ψ uma solução polinomial em x da equação de fase (2.4) verificando (2.7). Então
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i) Se existe j0 ∈ {1, 2, ..., n}, tal que λj = λj0 e bj(t0) = bj0(t0), para todo j ∈ {1, 2, ..., n},

então

bj = bj0 , para todo j ∈ {1, 2, ..., n} e bj0(t) =
bj0(t0)

1− ni bj0(t0)
∫ t

t0
λj0(r)dr

,

desde que bj0(t0) ∈ C e ℜ(bj0(t0)) ̸= 0.

ii) Se λj = cj, com cj ∈ R, para todo j ∈ {1, 2, ..., n} e existe j0 ∈ {1, 2, ..., n} tal que

bj(t0) =
cj
cj0

bj0(t0) então

bj(t) =
cj
cj0

bj0(t0) e bj0(t) =
bj0(t0)

1− i bj0(t0)
|c|2

cj0
(t− t0)

,

para todo para todo j ∈ {1, 2, ..., n}, com bj0(t0) ∈ C, ℜ(bj0(t0)) ̸= 0 e c = (c1, c2, ..., cn) .

Além disso, a função b0 é dada por:

b0(t) = b0(t0) +
n∑

j=1

∫ t

t0

b2j(r)λ0(r)dr,

desde que b0(t0) ∈ C.

Demonstração. Como Ψ é solução polinomial em x da equação de fase (2.4), segue que

0 = Λ(x, t)∆xΨ(x, t) + iΛ(x, t)
n∑

j=1

(∂xj
Ψ(x, t))2 − ∂tΨ(x, t)

=

(
λ0(t)

n∑
k=1

b2k(t)− b′0(t)

)
+

n∑
j=1

(
iλj(t)

n∑
k=1

b2k(t)− b′j(t)

)
xj (2.48)

Dáı, temos o seguinte sistema de edo’s:
λ0(t)

n∑
k=1

b2k(t)− b′0(t) = 0, (2.49)

iλj(t)
n∑

k=1

b2k(t)− b′j(t) = 0, j ∈ {1, 2, ..., n}. (2.50)

A função b0 é determinada por (2.49), logo nos restringiremos a (2.50).
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i) Como λj = λj0 , para todo j ∈ {1, 2, ..., n}, pela equação (2.50) tem-se

b′j(t) = λj0(t)
n∑

k=1

b2k(t), para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. (2.51)

Dáı, segue que

b′j1(t) = b′j2(t), para todo j1, j2 ∈ {1, 2, ..., n}.

Como bj(t0) = bj0(t0), para todo j ∈ {1, 2, ..., n}, então bj1 = bj2 , para todo j ∈ {1, 2, ..., n}.

Equivalentemente,

bj = bj0 , para todo j ∈ {1, 2, ..., n}.

Como bj = bj0 , para todo j ∈ {1, 2, ..., n} e pela equação (2.51), segue que

b′j0(t) = nλj0(t)b
2
j0
(t).

Consequentemente, (
− 1

bj0(t)

)′

= niλj0(t).

Dáı, segue que

− 1

bj0(t)
+

1

bj0(t0)
= ni

∫ t

t0

λj0(r)dr.

Portanto,

bj0(t) =
bj0(t0)

1− nibj0(t0)
∫ t

t0
λj0(r)dr

. (2.52)

Como ℜ(bj0(t0)) > 0, então a função bj0 dada pela equação (2.52) é bem definida em R.

ii) Como λj = cj, com cj constante, para todo j ∈ {1, 2, ..., n}, pela equação (2.50), tem-se

b′j(t) = i cj

n∑
k=1

b2k(t), para todo j ∈ {1, 2, , ..., n}. (2.53)

Como o grau de Λ é 1, então existe j0 ∈ {1, 2, ..., n} tal que cj0 ̸= 0; logo,

b′j(t) =
cj
cj0

b′j0(t), para todo j ∈ {1, 2, , ..., n}.
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Como bj(t0) =
cj
cj0
bj0(t0), para todo j ∈ {1, 2, ..., n}, segue que

bj(t) =
cj
cj0

bj0(t), para todo j ∈ {1, 2, , ..., n}. (2.54)

Pelas equações (2.53) e (2.54), tem-se

b′j0(t) = i
1

cj0
b2j0(t) |c|

2, onde c = (c1, c2, ..., cn).

Logo, (
− 1

bj0(t)

)′

= i
1

cj0
|c|2.

Dáı, segue que

− 1

bj0(t)
+

1

bj0(t0)
= i

|c|2

cj0
(t− t0).

Portanto,

bj0(t) =
bj0(t0)

1− i bj0(t0)
|c|2

cj0
(t− t0)

. (2.55)

Como ℜ(bj0(t0)) > 0, então a função bj0 dada por (2.55) é bem definida em R. Finalmente pela

equação (2.49), tem-se

b0(t) = b0(t0) +
n∑

j=1

∫ t

t0

b2j(r)λ0(r)dr (2.56)

2

2.2 Soluções separáveis

Nesta seção procuraremos soluções exatas das equações de fase (2.3) e (2.4), quando Λ é

multiplicativamente separável. Uma função nas variáveis x e t é multiplicativamente separável

se ela é representada como

f(x, t) = f0(x)f1(t),

onde f0 e f1 são funções. Para esta seção consideraremos (x, t) ∈ R2.

Se Λ é multiplicativamente separável, digamos Λ(x, t) = λ0(t)γ(x) tal que

γ(x) = − 1

(x− c0)2
1

log(x− c0)− c1
, (2.57)
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onde c0, c1 ∈ R e Φ é uma função de fase multiplicativamente separável, ou seja, Φ(x, t) =

ϕ0(t)θ(x). Então as funções ϕ0 e θ são determinadas de forma expĺıcita a seguir

Lema 2.2.1 Seja Λ como acima e Φ uma solução multiplicativamente separável da equação de

fase (2.3), então a função θ é dada por

θ(x) = − log(x− d0) + d1,

desde que d0 , d1 ∈ R e dj = cj, onde cj é dada por (2.57), para todo j ∈ {0, 1} e a função ϕ0 é

solução da edo

ϕ0(t) + iϕ2
0(t)− λ0(t)ϕ

′
0(t) = 0.

Demonstração. Como Φ é uma solução multiplicativamente separável de (2.3), segue que

0 = ∂xxΦ(x, t) + i(∂xΦ(x, t))
2 − Λ(x, t)∂tΦ(x, t)

= ϕ0(t)θxx(x) + iϕ2
0(t)θ

2
x(x)− λ0(t)ϕ

′(t)γ(x)θ(x).

Dáı, as funções λ0, γ, ϕ0 e θ verificam a equação

ϕ0(t)θxx(x) + iϕ2
0(t)θ

2
x(x)− λ0(t)ϕ

′(t)γ(x)θ(x) = 0. (2.58)

Para escrever o lado esquerdo da equação (2.58) como uma função multiplicativamente separável

estudaremos o seguinte sistema auxiliar de edo’s:{
θxx(x) = γ(x)θ(x), (2.59)

θ2x(x) = γ(x)θ(x). (2.60)

Por (2.59), segue que θx(x) =
∫ x

0
γ(y)θ(y)dy+ θ0, onde θ0 é uma constante. Escolhendo θ0 = 0,

segue que

θ2x(x) =

(∫ x

0

γ(y)θ(y)dy

)2

. (2.61)

Igualando o lado direito de (2.60) e (2.61), segue que γ(x)θ(x) =
(∫ x

0
γ(y)θ(y)dy

)2
.

Ou seja, tomando u = γ θ, segue que

u(x) =

(∫ x

0

u(y)dy

)2

.
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Dáı, a função u verifica a edo

u′(x) = 2u
3
2 (x),

uma solução para a edo acima é dada por

u(x) =
1

(x− d0)2
, quando x ∈ (−∞, d0) ∪ (d0,+∞),

onde d0 é constante. Dáı, o sistema (2.59)-(2.60) pode ser escrito como
θxx(x) =

1

(x− d0)2
,

θ2x(x) =
1

(x− d0)2
.

A solução do último sistema é θ(x) = − log(x−d0)+d1, quando x > d0 e d1 é constante. Como

u = γθ, segue que γ = u/θ, ou seja,

γ(x) = − 1

(x− d0)2
1

log(x− d0)− d1
.

Como dj = cj, para j ∈ {0, 1}, então γ verifica a condição (2.57). Pela equação (2.58) e como

u = γθ = θ2x = θxx, segue que

1

(x− d0)2
[
ϕ0(t) + iϕ2

0(t)− λ0(t)ϕ
′
0(t)
]
= 0.

Portanto, ϕ0 é solução da edo:

ϕ0(t) + iϕ2
0(t)− λ0(t)ϕ

′
0(t) = 0.

2

Agora consideraremos a função Λ como sendo Λ(x, t) = λ0(t)η(x) tal que

η(x) =
− log(x− c0)− c1

(x− c0)2
, (2.62)

onde c1, c2 ∈ R e Ψ é uma função de fase multiplicativamente separável, ou seja, Ψ(x, t) =

ψ0(t)θ(x). Então as funções ψ0 e θ são determinadas de forma expĺıcita no Lema a seguir
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Lema 2.2.2 Seja Λ como acima e Ψ uma solução multiplicativamente separável da equação de

fase (2.4), então a função θ é dada por

θ(x) = − log(x− d0) + d1,

desde que d0 , d1 ∈ R e dj = cj, onde cj é dada por (2.62), para todo j ∈ {0, 1} e a função ψ0 é

solução da edo

λ0(t)ψ0(t) + iλ0(t)ψ
2
0(t)− ψ′

0(t) = 0.

Demonstração. Como Ψ é uma solução multiplicativamente separável de (2.3), segue que

0 = Λ(x, t)∂xxΨ(x, t) + iΛ(x, t)(∂xΨ(x, t))2 − ∂tΦ(x, t)

= λ0(t)ψ0(t)η(x)θxx(x) + iλ0(t)ψ
2
0(t)η(x)θx(x)− ψ′

0(t)θ(x).

Dáı, as funções λ0, η, ψ0 e θ verificam a equação

λ0(t)ψ0(t)η(x)θxx(x) + iλ0(t)ψ
2
0(t)ηθx(x)− ψ′

0(t)θ(x) = 0. (2.63)

Para escrever o lado esquerdo da equação (2.63) como uma função multiplicativamente separável

estudaremos o seguinte sistema auxiliar de edo’s:{
η(x)θxx(x) = θ(x), (2.64)

η(x)θ2x(x) = θ(x). (2.65)

Por (2.64), segue que θx(x) =
∫ x

0
θ(y)/η(y)dy+θ0, onde θ0 é uma constante. Escolhendo θ0 = 0,

segue que

θ2x(x) =

(∫ x

0

θ(y)/η(y)dy

)2

. (2.66)

Pelas equações (2.65) e (2.66), segue que θ(x)/η(x) =

(∫ x

0

θ(y)

η(y)
dy

)2

.

Ou seja, tomando u = θ/η, segue que

u(x) =

(∫ x

0

u(y)dy

)2

.
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Dáı, a função u verifica a edo

u′(x) = 2u
3
2 (x);

uma solução para a edo acima é dada por

u(x) =
1

(x− d0)2
, quando x ∈ (−∞, d0) ∪ (d0,+∞),

onde d0 é constante. Dáı, o sistema (2.64)-(2.65) pode ser escrito como
θxx(x) =

1

(x− d0)2
,

θ2x(x) =
1

(x− d0)2
.

A solução do último sistema é θ(x) = − log(x−d0)+d1, quando x > d0 e d1 é constante. Como

u = θ/η, segue que η = θu, ou seja,

η(x) =
− log(x− d0)− d1

(x− d0)2
.

Como dj = cj, para todo j ∈ {0, 1}, então η verifica a condição (2.62). Pela equação (2.63) e

como θ = ηθ2x = ηθxx, segue que

[− log(x− d0) + d1]
[
λ0(t)ψ0(t) + iλ0(t)ψ

2
0(t)− ψ′

0(t)
]
= 0.

Portanto, ψ0 é solução da edo:

λ0(t)ψ0(t) + iλ0(t)ψ
2
0(t)− ψ′

0(t) = 0.

2



Caṕıtulo

3

Teoremas de não unicidade

Neste Caṕıtulo mostramos que para o caso k0 = 0 e λ0 real anaĺıtica positiva a função de

fase (2.14) permite estender o Teorema 1.0.1. Logo, provamos que para o caso λ0 real anaĺıtica

com Γ(t) =
∫ t

0
λ0(r)dr invert́ıvel a função de fase (2.47) também estende o Teorema de não

unicidade de Hörmander. Na parte final do Caṕıtulo explicamos brevemente por que as outras

funções de fase obtidas no Caṕıtulo 2 não permitem estender o Teorema 1.0.1.

Sejam x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, N0 = −en+1, consideraremos o hiperplano Σ = {(x, t) ∈

Rn+1 : (x, t) ·N0 = 0} e o semiplano Σ+ = {(x, t) ∈ Rn+1 : (x, t) ·N0 > 0}.

Teorema 3.0.1 Seja P = D2
x1

+D2
x2

+ · · · +D2
xn

+ iλ0(t)Dt, com λ0 uma função real anaĺıtica

positiva, então existe uma função u em C∞(Rn+1), tal que

Pu = 0, em Rn+1 (3.1)

u = 0 em Σ+ e 0 ∈ S(u).

Para demonstrar o Teorema 3.0.1 nos basearemos nas ideias da demonstração do Teorema 1.0.1.

Seguindo estas ideias procuramos como candidato da solução de (3.1) uma função da forma

u(x, t) =

∫
Xτ

eiΦ(x,t,s)ds,

onde Φ é uma solução da equação de fase (2.3) e Xτ é uma curva em C. Pela equação (2.14)

42
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tem-se que

Φ(x, t) = c0 + i(c21 + c22 + · · ·+ c2n)γ(t) + c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

onde cj = aj(0), para todo j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} e γ(t) =
∫ t

0
1

λ0(r)
dr, é uma solução da equação de

fase (2.3). Agora consideramos a seguinte famı́lia de soluções, dependendo do parâmetro s, da

equação de fase (2.3)

Φ(x, t, s) = c0(s) + i(c21(s) + c22(s) + · · ·+ c2n(s))γ(t) + c1(s)x1 + c2(s)x2 + · · ·+ cn(s)xn, (3.2)

onde cj(s) = wj s
ρj , com wj ∈ C∗, ρj ∈ R, sρj é o ramo da potência definida no conjunto

C \ L−π, e L−π = {te−iπ : t ≥ 0}, para todo j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Observação 3.0.1 Como λ0 é uma função positiva, então γ é uma função crescente.

Agora apresentamos alguns lemas prévios que auxiliarão na demonstração do Teorema 3.0.1.

Lema 3.0.1 Se c0(s) = i(−is)ρ0, com ρ0 ∈ (1/2, 1) e cj(s) =

(
is

n

) 1
2

para j ∈ {1, 2, . . . , n},

então a função

u(x, t) =

∫
Xτ

eiΦ(x,t,s)ds, (3.3)

com Xτ = {s = η+ iτ : η ∈ R}, τ > 0 é uma solução da equação (3.1) de classe C∞ em Rn+1.

Demonstração. Seja K1 compacto de Rn tal que x ∈ K1 e escolha r2 > 0 tal que t ∈ [−r2, r2].

Como s = η + iτ , com η ∈ R e τ > 0 temos que

ℜ (iΦ(x, t, s)) = ℜ
(
ic0(s)− isγ(t) + i

√
i
√
s n− 1

2 (x1 + x2 + · · ·+ xn)
)

= −ℜ ((−is)ρ0) + τγ(t) + ℜ
(
i
√
i
√
s
)
n− 1

2 (x1 + x2 + · · ·+ xn)

≤ −2C1|s|ρ0 + τγ(t) + n
1
2 r1|s|

1
2 , (3.4)

onde C1 = cos(πρ0/2)/2 e r1 = max{|xj| : x ∈ K1, j ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Tome η tal que |η| > L, com L =

(
n

1
2 r1
C1

) 1

ρ0−
1
2

, como ρ0 ∈ (1/2, 1) segue que

n
1
2 r1|s|

1
2
−ρ0 < C1. (3.5)



44 CAPÍTULO 3. TEOREMAS DE NÃO UNICIDADE

Pelas estimativas (3.4) e (3.5), obtemos que

ℜ (iΦ(x, t, s)) ≤ −2C1|s|ρ0 + τγ(t) + n
1
2 r1|s|

1
2

= γ(t)τ + |s|ρ0
(
n

1
2 r1|s|

1
2
−ρ0 − 2C1

)
≤ γ(t)τ − C1|s|ρ0 . (3.6)

Agora considere o conjunto:

Xτ,L = {s = η + iτ : η ∈ [−L,L]}.

Pela estimativa (3.6), tem-se a seguinte estimativa para a função u

|u(x, t)| =

∣∣∣∣ ∫
Xτ,L

eiΦ(x,t,s)ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eiΦ(x,t,s)ds

∣∣∣∣
≤

∫
Xτ,L

eℜ(iΦ(x,t,s)) ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eℜ(iΦ(x,t,s)) ds

≤ 2L||eℜ(iΦ(x,t,.))||∞,Xτ,L
+

∫
Xτ\Xτ,L

eγ(t)τ−C1|s|ρ0 ds

≤ 2L||eℜ(iΦ(x,t,.))||∞,Xτ,L
+ eγ(t)τ

∫
Xτ\Xτ,L

e−C1|s|ρ0 ds. (3.7)

Dáı a integral em (3.3) é convergente. Considerando a integral da função anaĺıtica U(s) =

eiΦ(x,t,s) no contorno do retângulo R de vértices −L + iτ1, L + iτ1, L + iτ2 e −L + iτ2. Pelo

Teorema de Cauchy-Goursat, segue que

∮
∂R

U(s)ds = 0. (3.8)

Dáı,

∫ L

−L

U(η + iτ1)dη + i

∫ τ2

τ1

U(L+ iτ)dτ +

∫ −L

L

U(η + iτ2)dη + i

∫ τ1

τ2

U(−L+ iτ)dτ = 0. (3.9)

Quando L → ∞ a segunda e quarta integrais do primeiro membro de (3.9) tendem para zero

pela estimativa (3.6). Logo, temos que
∫ L

−L
U(η+iτ1)dη = −

∫ −L

L
U(η+iτ2)dη, equivalentemente

∫
Xτ1,L

U(s)ds =

∫
Xτ2,L

U(s)ds. (3.10)
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Fazendo L→ ∞ em (3.10), segue que

∫
Xτ1

U(s)ds =

∫
Xτ2

U(s)ds.

Dáı, a integral (3.3) é independente de τ .

Sejam α ∈ Nn, m ∈ N, pela Fórmula de Faà di Bruno, segue que

Dα
xe

iΦ(x,t,s) = cα(s)eiΦ(x,t,s), onde c(s) = (c1(s), c2(s), . . . , cn(s)).

Dm
t e

iΦ(x,t,s) = (−i)m
∑
β∈Jm

m!

β1!β2! · · · βm!

m∏
j=1

(
−(c21(s) + c22(s) + · · ·+ c2n(s))γ

(j)(t))

j!

)βj

eiΦ(x,t,s),

onde Jm = {β = (β1, β2 . . . , βm) ∈ Nm : 1β1 + 2β2 + · · · +mβm = m}. Defina a função Gα,m

por

Gα,m(s) =

 ||Dm
t D

α
xe

iΦ(x,t,.)||∞,Xτ,L
, s ∈ Xτ,L

Aα,m e
nC2τ−C1|s|ρ0 |s|

|α|
2 |s|m , s ∈ Xτ \Xτ,L,

onde

Aα,m = nm n
|α|
2

∑
β∈Jm

m!

β1!β2! · · · βm!

m∏
j=1

(
||γ(j)||∞,K2

j!

)βj

, C2 = ||γ||∞,K2 e K2 = [−r2, r2].

Dáı, segue que

|Dm
t D

α
xe

iΦ(x,t,s)| ≤ Gα,m(s),

Como Gα,m ∈ L1(Xτ ), segue pelo Teorema da convergência dominada que

Dm
t D

α
xu(x) =

∫
Xτ

Dm
t D

α
x

[
eiΦ(x,t,s)

]
ds. (3.11)

Assim u ∈ C∞(R2). Pelas equações (3.3) e (3.11), segue que

Pu(x, t) =

∫
Xτ

PeiΦ(x,t,s)ds = 0. (3.12)

2
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Lema 3.0.2 Se u é definida por (3.3) com cj(s) como no Lema 3.0.1, para todo j ∈ {0, 1, 2, . . . , n},

então

u = 0 em Σ+.

Demonstração.

Como a integral que define a função u é absolutamente convergente, pelas estimativas (3.4),

(3.6) e pelo fato que s = η + iτ , temos

|u(x, t)| ≤
∫
Xτ,L

eℜ(iΦ(x,t,s)) ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eℜ(iΦ(x,t,s)) ds

≤
∫
Xτ,L

e−2C1|s|ρ0+τγ(t)+n
1
2 r1|s|

1
2 ds +

∫
Xτ\Xτ,L

eγ(t)τ−C1|s|ρ0 ds

= eγ(t)τ
∫
[−L,L]

en
1
2 r1|η+iτ |

1
2 e−2C1|η+iτ |ρ0dη + eγ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η+iτ |ρ0dη

≤ eγ(t)τ
∫
[−L,L]

en
1
2 r1|η+iτ |

1
2 e−2C1|η|ρ0dη + eγ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη

= eγ(t)τ
∫
[−L,L]

en
1
2 r1(|η|2+τ2)

1
4 e−2C1|η|ρ0dη + eγ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη

≤ eγ(t)τ
∫
[−L,L]

e
n

1
2C3r1

(
(|η|2)

1
4+(τ2)

1
4

)
e−2C1|η|ρ0dη + eγ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη

= eγ(t)τ+n
1
2C3r1τ

1
2

∫
[−L,L]

en
1
2C3r1|η|

1
2−2C1|η|ρ0dη + eγ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη.

(3.13)

Seja (x, t) ∈ Σ+, pela definição de γ e como Σ+ = {(x, t) ∈ Rn+1 : t < 0}, então γ(t) < 0.

Dáı, fazendo τ → ∞ em (3.13), segue que

u = 0 em Σ+. (3.14)

2

Lema 3.0.3 Se u é definida por (3.3) com cj(s) como no Lema 3.0.1, para todo j ∈ {0, 1, 2, . . . , n},

então 0 ∈ S(u).

Demonstração. Defina a função auxiliar v por

v(t) =

∫
Xτ

e−iγ(t)se−(−is)ρ0ds. (3.15)
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Se x = 0 segue que

u(x, t) = v(t). (3.16)

Pelas equações (3.14) e (3.16), segue que v(t) = 0 no intervalo (−∞, 0).

Multiplicando a equação (3.15) pela função e−γ(t)τ e fazendo a mudança de variável σ = s− iτ ,

tem-se

v(t)e−γ(t)τ =

∫ +∞+iτ

−∞+iτ

e−iγ(t)(s−iτ)e−(−is)ρ0ds

=

∫ +∞

−∞
e−iγ(t)σe−(τ−iσ)ρ0dσ. (3.17)

Como γ é injetora definamos

g(s) = v(γ−1(s))e−sτ , (3.18)

onde s = γ(t). Pela equação (3.17), segue que

g(s) =

∫ +∞

−∞
e−isσe−(τ−iσ)ρ0dσ.

Dáı, pela definição de Tranformada de Fourier tem-se

(
e−(τ−iσ)ρ0

)∧
(s) = g(s). (3.19)

Como s = γ(t) e pelas equações (3.18) e (3.19), segue que

v(γ−1(s))e−sτ =
(
e−(τ−iσ)ρ0

)∧
(s). (3.20)

Pela equação (3.20) e pela Identidade de Parseval segue que

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ−iσ)ρ0
∣∣2dσ =

1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ (e−(τ−iσ)ρ0
)∧

(s)

∣∣∣∣2ds
=

1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣v(γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds.

Dáı, segue que ∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ−iσ)ρ0
∣∣2dσ =

1

2π

∫ +∞

0

∣∣v(γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds. (3.21)
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Pela equação (3.21) e do fato que
∣∣ (τ − iσ)ρ0

∣∣ ≤ (τ + |σ|)ρ0 ≤ τ ρ0 + |σ|ρ0 , segue que

1

2π

∫ +∞

0

∣∣v(γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds =

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ−iσ)ρ0
∣∣2dσ

≥
∫ +∞

−∞

∣∣e−τρ0−|σ|ρ0 ∣∣2dσ
= e−2τρ0

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ. (3.22)

Agora provaremos que v é não nula em qualquer vizinhança do origem. De fato, se v = 0 no

intervalo (0, ε) para algun ε > 0. Pela estimativa (3.22), segue que

e−2τρ0

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ ≤ 1

2π

∫ +∞

0

∣∣v(γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds

=
1

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds

≤ 1

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(γ−1(s))e−ετ
∣∣2ds

=
e2ετ

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(γ−1(s))
∣∣2ds, (3.23)

Dáı, segue que
e2ετ

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(γ−1(s))
∣∣2ds = O(e−2ετ ), quando τ → ∞. (3.24)

Pelas equações (3.23) e (3.24), tem-se

e−2τρ0

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ = O(e−2ετ ), quando τ → ∞.

o que é um absurdo pois,

e−2τρ0
∫ +∞
−∞ e−2|σ|ρ0dσ

e−2ετ
= e2(ετ−τρ0 )

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ → ∞, quando τ → ∞.

Assim 0 ∈ S(v), e, portanto 0 ∈ S(u). 2

Demonstração do Teorema 3.0.1

A demonstração do Teorema segue pelos Lemas 3.0.1,3.0.2 e 3.0.3. 2
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Teorema 3.0.2 Seja Q = λ0(t)(D
2
x1
+D2

x2
+· · ·+D2

xn
)+iDt, com λ0 uma função real anaĺıtica tal

que Γ(t) =
∫ t

0
λ0(r)dr é uma função invert́ıvel em R. Então existe uma função u em C∞(Rn+1),

tal que

Qu = 0, em Rn+1 (3.25)

u = 0 em Σ+ e 0 ∈ S(u).

Como no Teorema 3.0.1 procuramos como candidato da solução de (3.25) uma função da forma

u(x, t) =

∫
Xτ

eiΨ(x,t,s)ds,

onde Ψ é uma solução da equação de fase (2.4) e Xτ é uma curva em C. Pela equação (2.47)

tem-se que

Ψ(x, t) = c0 + i(c21 + c22 + · · ·+ c2n)Γ(t) + c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

onde cj = bj(0), para todo j ∈ {0, 1, 2, . . . , n}, é uma solução da equação de fase (2.4).

Consideremos a famı́lia de soluções, dependendo do parâmetro s, da equação de fase (2.4)

Ψ(x, t, s) = c0(s) + i(c21(s) + c22(s) + · · ·+ c2n(s))Γ(t) + c1(s)x1 + c2(s)x2 + · · ·+ cn(s)xn, (3.26)

onde cj(s) = wj s
ρj , com wj ∈ C∗, ρj ∈ R, sρj é o ramo da potência definda no conjunto C\L−π,

e L−π = {te−iπ : t ≥ 0}, para todo j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Agora apresentamos alguns lemas prévios que auxiliarão na demonstração do Teorema 3.0.2

Lema 3.0.4 Se c0(s) = i(−is)ρ0, com ρ0 ∈ (1/2, 1) e

i) cj(s) = i (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} ou

ii) cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Então a função

u(x, t) =

∫
Xτ

eiΨ(x,t,s)ds, (3.27)

com Xτ = {s = η+ iτ : η ∈ R}, τ > 0 é uma solução da equação (3.1) de classe C∞ em Rn+1.
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Demonstração. Seja K1 compacto de Rn tal que x ∈ K1 e escolha r2 > 0 tal que t ∈ [−r2, r2].

Para o caso cj(s) = i

(
is

n

) 1
2

para j ∈ {1, 2, . . . , n} temos que

ℜ (iΨ(x, t, s)) = ℜ
(
ic0(s) + isΓ(t)−

√
i
√
sn− 1

2 (x1 + x2 + · · ·+ xn)
)

= −ℜ ((−is)ρ0)− τΓ(t)−ℜ
(√

i
√
s
)
n− 1

2 (x1 + x2 + · · ·+ xn)

≤ −2C1|s|ρ0 − τΓ(t) + n− 1
2 r1|s|

1
2 , (3.28)

onde C1 = cos(πρ0/2)/2 e r1 = max{|xj| : x ∈ K1, j ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Tome η tal que |η| > L , com L =

(
n

1
2 r1
C1

) 1

ρ0−
1
2

, como ρ0 ∈ (1/2, 1) segue que

n
1
2 r1|s|

1
2
−ρ0 < C1. (3.29)

Pelas estimativas (3.28) e (3.29), obtemos que

ℜ (iΨ(x, t, s)) ≤ −2C1|s|ρ0 − τΓ(t) + n
1
2 r1|s|

1
2

= −Γ(t)τ + |s|ρ0
(
n

1
2 r1|s|

1
2
−ρ0 − 2C1

)
≤ −Γ(t)τ − C1|s|ρ0 . (3.30)

Considere o conjunto:

Xτ,L = {s = η + iτ : η ∈ [−L,L]}.

Pela estimativa (3.30), tem-se a seguinte estimativa para a função u

|u(x, t)| =

∣∣∣∣ ∫
Xτ,L

eiΨ(x,t,s)ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eiΨ(x,t,s)ds

∣∣∣∣
≤

∫
Xτ,L

eℜ(iΨ(x,t,s)) ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eℜ(iΨ(x,t,s)) ds

≤ 2L||eℜ(iΨ(x,t,.))||∞,Xτ,L
+

∫
Xτ\Xτ,L

e−Γ(t)τ−C1|s|ρ0 ds

≤ 2L||eℜ(iΨ(x,t,.))||∞,Xτ,L
+ e−Γ(t)τ

∫
Xτ\Xτ,L

e−C1|s|ρ0 ds. (3.31)

Dáı a integral em (3.27) é convergente. Considerando a integral da função anaĺıtica U(s) =
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eiΨ(x,t,s) no contorno do rectângulo R de vértices −L + iτ1, L + iτ1, L + iτ2 e −L + iτ2. Pelo

Teorema de Cauchy-Goursat, segue que

∮
∂R

U(s)ds = 0. (3.32)

Dáı,

∫ L

−L

U(η + iτ1)dη + i

∫ τ2

τ1

U(L+ iτ)dτ +

∫ −L

L

U(η + iτ2)dη + i

∫ τ1

τ2

U(−L+ iτ)dτ = 0. (3.33)

Quando L→ ∞ a segunda e quarta integrais do primeiro membro de (3.33) tendem para zero

pela estimativa (3.30). Logo, temos que
∫ L

−L
U(η + iτ1)dη = −

∫ −L

L
U(η + iτ2)dη, equivalente-

mente ∫
Xτ1,L

U(s)ds =

∫
Xτ2,L

U(s)ds. (3.34)

Fazendo L→ ∞ em (3.34), segue que

∫
Xτ1

U(s)ds =

∫
Xτ2

U(s)ds.

Dáı, a integral (3.27) é independente de τ .

Sejam α ∈ Nn, m ∈ N, pela Fórmula de Faà di Bruno, segue que

Dα
xe

iΨ(x,t,s) = cα(s)eiΨ(x,t,s), onde c(s) = (c1(s), c2(s), . . . , cn(s)).

Dm
t e

iΨ(x,t,s) = (−i)m
∑
β∈Jm

m!

β1!β2! · · · βm!

m∏
j=1

(
−(c21(s) + c22(s) + · · ·+ c2n(s))Γ

(j)(t))

j!

)βj

eiΨ(x,t,s),

onde Jm = {β = (β1, β2 . . . , βm) ∈ Nm : 1β1 + 2β2 + · · · +mβm = m}. Defina a função Gα,m

por

Gα,m(s) =

 ||Dm
t D

α
xe

iΨ(x,t,.)||∞,Xτ,L
, s ∈ Xτ,L

Aα,m e
nC2τ−C1|s|ρ0 |s|

|α|
2 |s|m , s ∈ Xτ \Xτ,L,

onde

Aα,m = nm n
|α|
2

∑
β∈Jm

m!

β1!β2! · · · βm!

m∏
j=1

(
||Γ(j)||∞,K2

j!

)βj

, C2 = ||Γ||∞,K2 e K2 = [−r2, r2].
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Dáı, segue que

|Dm
t D

α
xe

iΨ(x,t,s)| ≤ Gα,m(s),

Como Gα,m ∈ L1(Xτ ), segue pelo Teorema da convergência dominada que

Dm
t D

α
xu(x) =

∫
Xτ

Dm
t D

α
x

[
eiΨ(x,t,s)

]
ds. (3.35)

Assim u ∈ C∞(Rn+1). Pelas equações (3.27) e (3.35), segue que

Qu(x, t) =

∫
Xτ

QeiΨ(x,t,s)ds = 0. (3.36)

Por outro lado, se cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} o resultado segue do Lema 3.0.1. 2

Lema 3.0.5 Se u é definida por (3.27) com c0(s) = i(−is)ρ0 e

i) cj(s) = i (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} e Γ(t) > 0 em (−∞, 0) ou

ii) cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} e Γ(t) < 0 em (−∞, 0).

Então

u = 0 em Σ+ .

Demonstração. Para o caso cj(s) = i (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} e Γ(t) > 0 em (−∞, 0),

temos que a integral que define a função u é absolutamente convergente. Pelas estimativas

(3.28) e (3.30) obtemos que

|u(x, t)| ≤
∫
Xτ,L

eℜ(iΨ(x,t,s)) ds+

∫
Xτ\Xτ,L

eℜ(iΨ(x,t,s)) ds

≤
∫
Xτ,L

e−2C1|s|ρ0−τΓ(t)+n
1
2 r1|s|

1
2 ds +

∫
Xτ\Xτ,L

e−Γ(t)τ−C1|s|ρ0 ds

= e−Γ(t)τ

∫
[−L,L]

en
1
2 r1|η+iτ |

1
2 e−2C1|η+iτ |ρ0dη + e−Γ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η+iτ |ρ0dη

≤ e−Γ(t)τ

∫
[−L,L]

en
1
2 r1|η+iτ |

1
2 e−2C1|η|ρ0dη + e−Γ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη

= e−Γ(t)τ

∫
[−L,L]

en
1
2 r1(|η|2+τ2)

1
4 e−2C1|η|ρ0dη + e−Γ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη

≤ e−Γ(t)τ

∫
[−L,L]

e
n

1
2C3r1

(
(|η|2)

1
4+(τ2)

1
4

)
e−2C1|η|ρ0dη + e−Γ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη

= e−Γ(t)τ+n
1
2C3r1τ

1
2

∫
[−L,L]

enC3r1|η|
1
2−2C1|η|ρ0dη + e−Γ(t)τ

∫
R\[−L,L]

e−C1|η|ρ0dη.
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(3.37)

Se (x, t) ∈ Σ+ temos que Γ(t) > 0. Dáı, fazendo τ → ∞ em (3.37), segue que

u = 0 em Σ+. (3.38)

Por outro lado, se cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} o resultado segue do Lema 3.0.2. 2

Lema 3.0.6 Se u é definida por (3.27) com c0(s) = i(−is)ρ0, Γ invert́ıvel e

i) cj(s) = i (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n} ou

ii) cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Então 0 ∈ S(u).

Demonstração. Para o caso cj(s) = i (is/n)
1
2 . Defina a função auxiliar v por

v(t) =

∫
Xτ

eiΓ(t)se−(−is)ρ0ds. (3.39)

Se x = 0 segue que

u(x, t) = v(t). (3.40)

Pelas equações (3.38) e (3.40), segue que v(t) = 0 no intervalo (−∞, 0).

Multiplicando a equação (3.39) pela função
1

2π
eΓ(t)τ e fazendo a mudança de variável σ = s−iτ ,

obtemos

1

2π
v(t)eΓ(t)τ =

1

2π

∫
Xτ

eiΓ(t)(s−iτ)e−(−is)ρ0ds

=
1

2π

∫ +∞

−∞
eiΓ(t)σe−(τ−iσ)ρ0dσ. (3.41)

Como Γ é invert́ıvel definamos

g(s) =
1

2π
v(Γ−1(s))e−sτ , (3.42)

onde s = Γ(t). Pela equação (3.41), segue que

g(s) =

∫ +∞

−∞
eisσe−(τ−iσ)ρ0dσ.
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Dáı, pela definição de pela Fórmula de Inversão de Fourier temos

ĝ(σ) = e−(τ−iσ)ρ0 . (3.43)

Como s = Γ(t) e pelas equações (3.42) e (3.43), segue que

(
1

2π
v(Γ−1(s))e−sτ

)∧

(σ) = e−(τ−iσ)ρ0 . (3.44)

Pela equação (3.44) e pela Identidade de Parseval segue que

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ 12πv(Γ−1(s))e−sτ

∣∣∣∣2ds =
1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ ( 1

2π
v(Γ−1(s))e−sτ

)∧

(σ)

∣∣∣∣2dσ
=

1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ−iσ)ρ0
∣∣2ds.

Dáı, segue que
1

2π

∫ +∞

0

∣∣∣∣v(Γ−1(s))e−sτ

∣∣∣∣2ds = ∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ−iσ)ρ0
∣∣2dσ. (3.45)

Pela equação (3.45) e do fato que
∣∣ (τ − iσ)ρ0

∣∣ ≤ (τ + |σ|)ρ0 ≤ τ ρ0 + |σ|ρ0 , temos que

1

2π

∫ +∞

0

∣∣∣∣v(Γ−1(s))e−sτ

∣∣∣∣2ds =

∫ +∞

−∞

∣∣e−(τ−iσ)ρ0
∣∣2dσ

≥
∫ +∞

−∞

∣∣e−τρ0−|σ|ρ0 ∣∣2dσ
= e−2τρ0

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ. (3.46)

Agora provaremos que v é não nula em qualquer vizinhança do origem. De fato, se v = 0 no

intervalo (0, ε) para algum ε > 0. Pela estimativa (3.46), segue que

e−2τρ0

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ ≤ 1

2π

∫ +∞

0

∣∣v(Γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds

=
1

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(Γ−1(s))e−sτ
∣∣2ds

≤ 1

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(Γ−1(s))e−ετ
∣∣2ds

=
e2ετ

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(Γ−1(s))
∣∣2ds, (3.47)
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Dáı, segue que
e2ετ

2π

∫ +∞

ε

∣∣v(Γ−1(s))
∣∣2ds = O(e−2ετ ), quando τ → ∞. (3.48)

Pelas equações (3.47) e (3.48), tem-se

e−2τρ0

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ = O(e−2ετ ), quando τ → ∞.

o que é um absurdo pois,

e−2τρ0
∫ +∞
−∞ e−2|σ|ρ0dσ

e−2ετ
= e2(ετ−τρ0 )

∫ +∞

−∞
e−2|σ|ρ0dσ → ∞, quando τ → ∞.

Assim 0 ∈ S(v), e portanto 0 ∈ S(u). Por outro lado, se cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n}

o resultado segue do Lema 3.0.3. 2

Demonstração do Teorema 3.0.2

Como Γ é uma função invert́ıvel e Γ(0) = 0, temos que Γ não muda de sinal em (−∞, 0).

Logo, para o caso que Γ(t) > 0 em (−∞, 0) escolhemos cj(s) = i (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Neste caso o Teorema segue pelos Lemas 3.0.4,3.0.5 e 3.0.6.

Por outro lado, se Γ(t) < 0 em (−∞, 0) escolhemos cj(s) = (is/n)
1
2 para j ∈ {1, 2, . . . , n}. Dáı,

o resultado segue pelos Lemas 3.0.1,3.0.2 e 3.0.6. 2

Observação 3.0.2 Para o caso k0 = 0 as funções de fase (2.14) e (2.47) geram famı́lias de

soluções, dependendo de um parâmetro, para as equações de fase (2.3) e (2.4) respectivamente.

Tal parâmetro está relacionado por uma multiplicação com as variáveis temporal e espacial,

veja equações (3.2) e (3.26), tal propriedade permite estender o Teorema 1.0.1, ver Teoremas

3.0.1 e 3.0.2.

Por outro lado, se k0 > 0 as funções de fase obtidas nos Lemas 2.1.3, 2.1.4 e 2.1.8 geram

famı́lias de soluções dependentes de um parâmetro, porém o parâmetro não fica relacionado por

uma multiplicação com as variáveis temporal e espacial, logo não é posśıvel aplicar a técnica

usada acima para construir exemplos de não unicidade.

Finalmente no caso de funções multiplicativamente separáveis obtidas nos Lemas 2.2.1

e 2.2.2 não é posśıvel construir famı́lias de soluções dependentes de um parâmetro para as

equações de fase. Assim, neste caso não conseguimos estender o Teorema 1.0.1.
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